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Predgovor

Ta knjiga je nastala na podlagi predavanj matematike, ki jih izvajamo kot
uvodna predavanja pri predmetih Biofizika in Biofizika z biomehaniko na prvi
stopnji Studijskih programov Fizioterapija, Radioloska tehnologija, Ortotika
in protetika in Laboratorijska zobna protetika na Zdravstveni fakulteti na
Univerzi v Ljubljani.

Uvodna predavanja matematike na Zdravstveni fakulteti so namenjena pred-
vsem ponovitvi srednjesolske matematike s poudarkom na znanjih, ki so po-
trebna za nemoteno spremljanje vsebin Biofizike in ostalih predmetov, ki
zahtevajo osnovno znanje matematike. Zato je knjiga namenjena predvsem
Studentom Zdravstvene fakultete, da lahko nadgradijo svoje znanje matema-
tike in spoznajo uporabno mo¢ matemati¢nih znanj tudi pri svojem strokov-
nem in raziskovalnem delu.

Knjiga je sestavljena iz treh poglavij. V prvem poglavju obravnavamo mate-
matic¢ne funkcije, kjer se spoznamo z nekaj osnovnimi lastnostmi matematic-
nih funkcij in Se posebej obravnavamo linearno, eksponentno, logaritemsko in
trigonometri¢ne funkcije. Ob predstavitvi vsake funkcije poskusamo podati
tudi uporabo funkcij v posebnih primerih. V drugem poglavju se seznanimo
z osnovami diferencialnega racuna, ki ga uporabimo za dolo¢anje ekstremov
funkcij in v zadnjem delu tudi za izpeljavo zveze za prileganje funkcij k po-
datkom. Zadnje poglavje je posveceno integralnemu ra¢unu, kjer spoznamo
osnovna pravila integriranja in uporabo integralov v fiziki. Seznanimo pa se
tudi s postopki numeri¢ne aproksimacije izracunov dolo¢enih integralov.

Knjiga vsebuje ve¢ kot 60 primerov reSenih nalog in veliko slikovnega gra-
diva, ki omogocajo razumevanje matemati¢nih vsebin tudi brez posebnega
predznanja matematike.

Knjiga je izvedena s pomocjo urejevalnika besedil LaTeX, velika ve¢ina grafov
funkcij pa je bila narejena s programskim paketom Mathematica, ver. 8.

Ljubljana, november 2012 Janez Zibert
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1. Elementarne matemati¢ne funkcije

1.1 Matematicne funkcije

Funkcija f je predpis, ki neki vrednosti = iz mnozice X priredi natanko eno
vrednost y iz mnozice Y. V tem primeru re¢emo, da funkcija f preslikuje ele-
mente iz mnoZice X v mnozico Y in to zapiSemo kot f : X — Y. Preslikavo
vrednosti z v vrednost y s funkcijo f pa zapiSemo kot y = f(z). Funkcija
f:X —Y je prikazana na sliki 1.1.

Slika 1.1: Shemati¢ni prikaz delovanja funkcije f: X — Y.

Spremenljivko & imenujemo neodvisna spremenljivka funkcije f ali argument
funkcije f, spremenljivko y pa imenujemo odvisna spremenljivka funkcije f
ali vrednost funkcije f.

Mnozico vrednosti X, ki jo funkcija preslika v vrednosti v mnozici Y, ime-
nujemo definicijsko obmocje funkcije in oznacimo z Dy, mnozico preslikanih
vrednosti pa zaloga vrednosti funkcije, Zy.

Funkcijo ene spremenljivke, kjer je definicijsko obmo¢je mnozica realnih Ste-
vil, zaloga vrednosti pa je tudi podmnozica realnih stevil, imenujemo realna
funkcija realne spremenljivke. Primer taksne funkcije je prikazan na sliki 1.2.
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Slika 1.2: Primer realne funkcije realne spremenljivke.
Funkcije lahko podamo na razliéne nacine:

m tabelariéno: v tem primeru podamo tabelari¢no zvezo med kolici-
nami. Primer tabelari¢no podane funkcije je prikazan v tabeli na

sliki 1.3.

Hitrost Telesna masa

(km/h)  Kg 40 50 60 70 80 90
S 1.6 21 2.5 3.0 3.5 3.9
4 23 2.8 3.3 3.7 4.2 4.7
5 3.0 3.5 4.0 4.5 4.9 5.4
6 3.8 4.2 4.7 5.2 5.7 6.1
7 4.5 4.9 5.4 5.4 6.4 6.8

Slika 1.3: Primer meritev porabe energije merjene v kcal/min pri hoji
¢loveka razliéne mase in ob razli¢nih hitrostih hoje.

Tabelari¢ni nacin podajanja zveze med koli¢inami je zelo primeren, ko
podajamo odvisnosti med posameznimi koli¢inami v primeru razli¢nih
meritev, opazovanj, ipd. V tem primeru zvezo med koli¢inami podamo
samo za tiste kombinacije meritev, ki si jih izberemo ali vnaprej predpi-
Semo. Zvezo med koli¢inami tako podamo samo za izbrano kombinacijo
meritev, manjkajo pa vrednosti za kombinacije, ki jih nismo obravna-
vali ali izmerili. V tem primeru moramo manjkajoce vrednosti dodatno
dolociti bodisi z metodami interpolacije ali z novimi meritvami, ¢e je
to mogoce.

m grafiéno: v tem primeru nariSemo graf meritev ali koli¢in, ki jih opa-
zujemo. Primer grafa je prikazan na sliki 1.4.

Tudi ta nacin je pogost pri podajanju zveze med koli¢inami. Graf lahko
ponazarja zvezo med koli¢inami, ki so ponavadi realne spremenljivke,
v dvo- ali tro-dimenzionalnem prostoru. Ni pa primeren za podaja-
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Slika 1.4: Primer grafa funkcije.

nje zveze pri ve¢jih dimenzijah. 7 grafa preslikave lahko ugotovimo
lastnosti funkcije, kot npr., kje funkcija narasca, pada, kje dosezemo
lokalne ekstreme ipd. Tudi pri grafu funkcije lahko podamo zvezo samo
v obmodju, kjer pridobivamo meritve ali vrednosti, ne moremo pa ga
dolo¢iti v tockah, kjer podatkov nimamo.

m analiti¢no: tu podamo zvezo med neodvisnimi in odvisnimi spremen-
ljivkami z matemati¢no formulo.

vejnati zapis funkcije graf funkcije 1 Y
-1, zaxz <0, le—
sign(z) =<0, zax=0,

+1, zaxz >0

Slika 1.5: Primer vejnato podane funkcije, ki dolo¢i predznak realnih stevil.

Podajanje preslikave z matemati¢no funkcijo je najboljsi nacin poda-
janja zveze med obravnavanimi koli¢inami. Na ta nacin je zveza med
koli¢inami povsem dolo¢ena na podroc¢ju delovanja funkcije. Poleg tega
lahko taksne funkcije dodatno analiziramo z matemati¢nimi orodji.
Funkcije so lahko podane kot funkcije ene, dveh, ali ve¢ neodvisnih
spremenljivk, ki dolo¢ajo eno ali ve¢ odvisnih spremenljivk.

V nadaljevanju bomo obravnavali predvsem funkcije, ki so podane analiti¢no,
torej z matemati¢nimi formulami, ¢eprav se je potrebno zavedati, da je po-
gosto taksne zveze v primerih iz realnega sveta tezko dolocati. Zato se v teh
primerih obi¢ajno podaja zvezo v tabelari¢éni ali grafi¢ni obliki. Kako iz tabe-
lari¢nih ali grafi¢nih preslikav dobimo analiti¢ne preslikave, bomo pogledali
v nadaljevanju, ko bomo spoznali postopek prileganja funkcij k podatkom.
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Primer 1

Podana je funkcija f(x) =2z + 1.

Potem velja:

= 2-241=5
2:3+1=7
2. (t+1)+1=2t+3
= 2 (—2)+1=-2z+1

1.2 Nekatere lastnosti matemati¢nih funkcij

V nadaljevanju bomo podali nekaj splognih lastnosti realnih funkcij realnih
spremenljivk.

1.2.1 Lastnost narascanja ali padanja funkcije

Vrednosti funkcije se obi¢ajno spreminjajo. Ce se funkcija spreminja, potem
bodisi na nekem odseku naragca ali pa pada, ¢e narasca ali pada na celotnem
definicijskem obmodju govorimo o narasc¢ajo¢i oziroma padajoCi funkciji.ée
se vrednosti funkcije ne spreminjajo, ampak vedno ostajajo enake, govorimo
o konstantni funkciji.

y

\

Slika 1.6: Levo je primer naras¢ajoce funkcije, desno pa padajoce funkcije.

Narascajoca funkcija je funkcija, za katero velja, da za poljubna zo > x1 velja
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f(z2) > f(x1). V primeru stroge neenakosti govorimo o strogo naras¢ajoci
funkciji.

Padajoca funkcija je definirana podobno kot naras¢ajoca. To je funkcija, za
katero velja, da za poljubna xo > x; velja f(z2) < f(x1). V primeru stroge
neenakosti govorimo o strogo padajoci funkciji.

Primera naras¢ajoce in padajoce funkcije sta prikazana na sliki 1.6.
Primer 2

Pokazi, da je funkcija f(z) = 2x + 1 narascajoca.

Izberemo poljubna x1 in 9, za katera velja xo > x1, in izrac¢unamo
f(z1) =221+ 1in f(ze) = 229 + 1.

Vprasamo se, ali velja 2x9 +1 > 227 + 1.

Ce na obeh straneh odstejemo 1, se lahko vprasamo ali velja 2z9 > 2.
Ce delimo e z 2, se lahko vprasamo, ali velja zo > 7.

To pa velja po zgornji predpostavki.

Torej lahko na vsa gornja vprasanja odgovorimo pritrdilno, kar pomeni,
da jeres f(z2) =2x2+ 1> 2z + 1= f(x1).
Torej je f(x) naras¢ajoca funkcija.

1.2.2 Posebne tocke funkcije

Kot posebne tocke funkcije obravnavamo lokalne ekstreme, prevoje in nicle
funkcije, ki so prikazane na sliki 1.7.

[ lokalni maksimum ]

.

—~_

[ lokalni minimum ]

Slika 1.7: Prikaz lokalnih ekstremov, prevoja in nicel funkcije.
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Lokalni maksimum funkcije f(x) je dosezen v tocki xg, ¢e obstaja taka
okolica tocke z, da je vrednost f(xg) vecja od vseh drugih vrednosti funkcije
v tej okolici. V takih toc¢kah se spremeni funkcija iz naras¢ajoce v padajoco
funkcijo.

Podobno je definiran lokalni minimum. V tocki zg je dosezen lokalni mi-
nimum funkcije f(x), ¢e obstaja taksna okolica tocke xg, da je vrednost
f(zo) manjsa od vseh drugih vrednosti funkcije v tej okolici. V takih tockah
se spremeni funkcija iz padajoCe v narascajoco funkcijo.

Najveéjo oziroma najmanjSo vrednost, ki jo zavzame funkcija na celotnem
definicijskem podrod¢ju funkcije, imenujemo globalni maksimum oziroma
globalni minimum.

Prevoje predstavljajo tocke na grafu funkcije, kjer se spremeni predznak
ukrivljenosti krivulje. To pomeni, da se v teh to¢kah oblika krivulje grafa
spremeni iz konkavne v konveksno obliko, ali pa obratno.

Nicéle funkcije f(x) so dosezene v tockah z,, za katere velja f(z,) = 0.
Nicle funkcije lahko v&asih enostavno izra¢unamo, v veéini primerov pa nicel
ne moremo neposredno analiticno doloc¢iti, ampak lahko samo numeri¢no
ocenimo s priblizki nicel. Tak postepek je npr. postopek bisekcije, kjer se
z ve¢kratnim razpolavljanjem intervala okoli kandidata za nic¢lo priblizamo
dejanski vrednosti ni¢le funkcije.

Primer 3

Poisci nicle funkcije f(x) = 2® —x

f@)y=a23—2z = 0

z(z?-1) =
zz—1(xz+1) = 0
Nicle funkcije so pri 1 =0, 2o =1 in 23 = —1.

1.2.3 Sodost in lihost funkcije

Funkcije so lahko tudi simetricne. Ce je funkcija simetri¢na glede na ordina-
tno os y, govorimo o sodi funkciji, ¢e pa je simetri¢na glede na koordinatno
izhodisce (0,0) pa govorimo o lihi funkciji. To je prikazano na sliki 1.8.
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simetriénost 25
glede na y-os

simetri¢nost
glede na

koordinatno T
izhodisce

Slika 1.8: Soda funkcija (levo): simetri¢nost funkcije glede na y os. Liha
funkcija (desno): simetri¢nost funkcije glede na koordinatno izhodisce.

Simetri¢nost sode funkcije pomeni, da za funkcijo pri poljubnem x velja:

Simetri¢nost pri lihi funkciji, pa pomeni, da se vrednost funkcije pri poljub-
nem x preslika preko koordinatnega izhodis¢a v vrednost funkcije pri —z, da
velja:

f(z) = —f(=x) oziroma  f(-z) = —f(z).

Simetri¢nost je pomembna lastnost funkcij, ki jo lahko izkoristimo v primeru
doloc¢anja ostalih lastnosti funkcije. Ce nekaj velja za eno stran simetri¢ne
funkcije, potem lahko to prenesemo tudi na drugo stran simetrije. Ce imamo
npr. sodo funkcijo f(z) in smo poiskali ni¢lo funkcije v tocki xg, potem je
ni¢la tudi v toc¢ki —zg, saj velja 0 = f(xz9) = f(—zp). Podobno lahko
ugotovimo tudi za liho funkcijo. Ce npr. ugotovimo, da imamo v tocki x,
lokalni maksimum lihe funkcije f(z), potem je v to¢ki —x,, lokalni minimum
funkcije, saj velja f(—xy,) = —f(2). Podobno ugotovitve lahko uporabimo
tudi za ostale lastnosti simetri¢nih funkcij.

Primer 4

» PokaZi, da je funkcija f(x) = 2% soda.

Ker velja

je funkcija soda.
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3

m Pokazi, da je funkcija f(x) = x° — x liha.

Ker velja

je funkcija liha.

1.2.4 Periodi¢na funkcija

Funkcija je periodi¢na, Ce velja, da je

flx+T) = f(z)

za neko konstantno vrednost 7. NajmanjSe pozitivno Stevilo T', za katero je
izpolnjena zgornja enakost, imenujemo perioda funkcije. Primer periodi¢ne
funkcije je prikazan na sliki 1.9.

25

. . . .
t 1 2 3 4

T

N
\ Ads

Slika 1.9: Primer periodi¢ne funkcije s periodo T

Tudi tu lahko podobno kot pri simetri¢nih funkcijah ugotovimo, da kar velja
za funkcijo na eni periodi, velja za funkcijo tudi na vseh ostalih periodah.
Tako npr. ¢e imamo ni¢lo v tocki zg periodi¢ne funkcije f(x) s periodo T,
potem so ni¢le tudi vse tocke xg + k71" za k € Z. Enako velja za maksimume
ali minimume in vse ostale lastnosti periodi¢ne funkcije.
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Primer 5

Narisi funkcijo:

z, 0<z<2
f(x):{f(x):f(a:+k~2), kel

To je periodi¢na funkcija s periodo 2. Graf funkcije je:

25¢

1.2.5 Zveznost funkcije

13

Funkcija je zvezna, Ce je graf funkcije nepretrgan. Nasprotno, ¢e je graf
funkcije vsaj v eni tocki pretrgan, potem funkcija v tej tocki ni zvezna.

Primer zvezne in nezvezne funkcije je prikazan na sliki 1.10.

3k

2k

Slika 1.10: Primer zvezne (levo) in nezvezne funkcije (desno).

Poglejmo si, kaj se dogaja v tocki, kjer je graf funkcije f(x) na sliki 1.10
(desno) pretrgan. V tej tocki imamo pol funkcije. Funkcija gre na levi strani
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pola proti —oo, na desni strani pola pa prihaja iz +00. Denimo, da imamo
tocko nezveznosti, v naSem primeru pol, pri tocki z.. Tako lahko zapiSemo,
da ko se tocki z. priblizujemo z leve strani, dobimo neko vrednost funkcije
f(z), ki jo ozna¢imo z L_ in jo formalno zapiSemo z limito

lim f(z)=L_.

T

Podobno lahko zapisemo, ko se pribliZujemo tocki z. z desne strani:

lim f(z)= L.

m%xj

Ce velja, da obstaja takSna tocka x., pri kateri

L_ 7& L+,

potem pravimo, da je funkcija v to¢ki x. nezvezna. V nasprotnem pa velja,
da je funkcija f(x) v tocki x. zvezna, Ce sta limiti z desne in leve strani tocke
enaki:

lim f(z) = lim_f(z) = f(z).

T—To T,

Ce je funkcija zvezna v vsaki tocki z., potem je funkcija zvezna.

1.2.6 Inverzna funkcija

Naj bo y = f(x) strogo narascajoca ali padajoca funkcija. Potem obstaja
taksna funkcija ¢(y), za katero velja, da je f(p(y)) = vy in ¢(f(x)) = =.
Funkcijo ¢ imenujemo inverzna ali obratna funkcija funkcije f in jo oznacu-
jemo z ¢ = f~L.

Inverzno funkcijo funkcije y = f(z) izra¢unamo tako, da v enacbi y = f(x)
zamenjamo vlogi z in y in nato enacbo z = f(y) resimo za y. Tako dobimo
y izraZen s spremenljivko x v obliki y = ¢(x). Funkcija ¢(x) je inverzna
funkcija funkcije f(x).

Graf inverzne funkcije y = ¢(x) dobimo tako, da prezrcalimo graf funkcije
y = f(z) preko simetrale lihih kvadrantov y = . To je prikazano v primeru
kvadratne funkcije f(z) = 2?2 na sliki 1.11.
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0.0 05 1.0 15 2.0

Slika 1.11: Graf inverzne funkcije (temnejsa, rdeca krivulja) funkcije x>
(svetlejsa, zelena krivulja).

Primer 6

Doloéi inverzno funkcijo funkcije y = 22 — 3.
Da dolo¢imo inverz funkcije, moramo zamenjati vlogi = in y. Torej
y2 = z+3

y = vr+3, zax+3>0.

To pomeni, da je

flz)=vVx+3, zaz+3>0.

1.3 Linearna funkcija

Matemati¢na funkcija, ki ima obliko:
f(x) =ax 40,

se imenuje linearna funkcija. Graf taksne funkcije je premica, prikazana na
sliki 1.12.
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25;

—05L
Slika 1.12: Premica: graf linearne funkcije
Parameter a je smerni koeficient premice. Ce je a pozitiven, potem linearna

funkcija narasca, ¢e je a negativen, potem funkcija pada. Premica seka y os
v tocki B = (0,b) in x os v tocki A = (—=b/a,0).

Ker je graf linearne funkcija premica, lahko dolo¢imo parametre funkcije, ¢e
poznamo dve tocki, skozi katere poteka graf dane funkcije. Tako lahko v
primeru, prikazanem na sliki 1.13, z reSevanjem sistema dveh enacb z dvema
neznankama, izpeljemo parametra a in b:

20
1.5+
1.0+

05f

205 05 1.0 s

-05t

Slika 1.13: Premica skozi dve to¢ki, iz katerih dolo¢imo parametre linearne funkcije.



1.8. Linearna funkcija 17

y1=ar; +b

Yo = axe + b, odstejemo drugo enacbo od prve

Y2 — Y1 = a($2 — 1)
Y2 — 1

a =
To — I

Torej velja:

Y2 — Y1 . Ay
=" ali =

a a=-—
To9 — T Az

)

kjer je Ay = yo — y1 in Az = x9 — x1. Iz prve enacbe pa lahko izpeljemo
obrazec za izra¢un parametra b:

Primer 7

Dolo¢i enac¢bo premice y = ax+b, ki gre skozi to¢ki T1(1,2) in To(—1, —4):

T1(1,2)

Dolo¢imo najprej smerni koeficient a:

_p-y_ —4-2 =6

To — X1 —1—1:?2:

a 37

nato Se parameter b:

b=y —ar1=2-3-1=-1.
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Enac¢ba premice je torej:
y =3z —1.

Primer 8

Katere premice gredo skozi tocko (0,1)?

Enacba premice ima obliko y = az +b. Ker toc¢ka (0, 1) lezi na premici,
potem velja:
1=a0+b = b=1.

Enacbe premice, ki gredo skozi tocko (0, 1) so tako:
y=ax+ 1.

Prikazane so na sliki:

V primeru na sliki 1.14 imamo tri premice p;, p2 in p3. Premici p; in ps sta
vzporedni in pravokotni na premico ps.

Za dve med seboj vzporedni premici p; : y = a1x + by in pa 1 y = asx + by
velja
a; = ag,

za dve med seboj pravokotni premici p; : y = a1z + by in p3 : y = asx + b3
pa velja:
ajaz = —1.

Primer 9

Pokazi, ali sta premici, podani v segmentni obliki:

3r—2y=5 in 2x43y=4,
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Slika 1.14: Primer med seboj pravokotnih in vzporednih premic.

med seboj vzporedni ali pravokotni?

Enacbe premic preoblikujemo iz segmentne v obi¢ajno obliko:

3r—2y=2>5 20+ 3y =4
—2y=-3x+5 3y =—2z+4
3 5 2 +4
Y799 V=733

Ker je produkt smernih koeficientov:

s.(2\_
2 3

sta premici med seboj pravokotni.

1.3.1 Odsekoma linearna funkcija

V¢éasih pridobimo meritve ali pa podatke samo pri dolo¢enih vrednostih in
vmesnih vrednosti med eno in drugo meritvijo ne poznamo. V tem primeru
lahko dolo¢imo vmesne vrednosti meritev iz izmerjenih vrednosti tako, da
med dvema izmerjenima vrednostima dolo&imo linearno funkcijo. Ce to na-
redimo za vse pare izmerjenih vrednosti, dobimo graf, ki je sestavljen iz veé
razli¢nih linearnih funkcij, ki pa se med seboj stikajo. V takem primeru smo
sestavili funkcijo iz ve¢ delov linearnih funkcij in zato govorimo o odsekoma
linearni funkciji.

Poglejmo si to na primeru. Denimo, da smo pridobili naslednje meritve:
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x|

0
y |0

1 2 3 4 5
0 2 2 1 0

Ce nariemo graf meritev, dobimo tocke na sliki 1.15.

2.5¢

2.0f

15}

1.0f

0.5

Slika 1.15: Primer vrednosti meritev pri dolo¢enih vrednostih z.

20

Med dvema vrednostima x; in x;4+1 lahko na podlagi izmerjenih vrednosti y;
in y;+1 dolodimo premico, ki poteka skozi tocki (z;,v;) in (zit1,9i+1). Ce
to storimo za vse pare vrednosti, dobimo v primeru nasih meritev naslednjo

vejnato funkcijo:

Ali:

med toc¢kama (0,0) in (1,0),
med tockama (1,0) in (2,2),
med tockama (2,2) in (3,2),
med tockama (3,2) in (4,1),
med tockama (4,1) in (5,0).

9 9

0, 0z <,
20 -2, 1<zx<2,
2, 2<x <3,

—x+5, 3<z<5h.

Premice na podintervalih smo izra¢unali iz tock, skozi katere gredo premice
na posameznem podintervalu.
podinterval [3,5], saj je na obeh podintervalih linearna funkcija enaka. Na
ta na¢in smo dobili vejnato funkcijo, ki je sestavljena iz premic in je prikazana

na sliki 1.16.

Podintervala [3,4] in [4,5] smo zdruzili v
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2.5¢
2.0f
15}
1.0f

0.5}

Slika 1.16: Primer odsekoma linearne funkcije, ki je dolo¢ena na podlagi
podatkov iz rdecih tock.

21
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Primer 10

22

Dolo¢i odsekoma linearno funkcijo iz grafa na sliki:

15

1.0

0.5

-05

-10

-15

Ugotovi, kje je funkcija narasScajoca,

padajoca in ali je soda ali liha.

Funkcija na sliki je sestavljena iz ve¢ linearnih funkcij na razliénih in-

tervalih.

m Na intervalu za —oo <z < =2 je f(z) =0.

m Na intervalu za —2 < x < —1 je f(z) premica, ki jo izra¢unamo
iz tock (—2,0) in (—1,-1): f(z) = —z —2.
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m Na intervalu za —1 < x <1 je f(x) premica, ki jo izra¢unamo iz
tock (—=1,—1) in (1,1): f(x) = =.

m Na intervalu za 1 < & < 2 je f(z) premica, ki jo izra¢unamo iz
tock (1,1) in (2,0): f(x) = —z + 2.

m Na intervalu za 2 < z < oo je f(x) = 0.

Ce zapiSemo v obliki vejnate funkcije, potem dobimo:

—x—2, —2<z<-1,

x, -1 <z <1,
f(z) =

—r+2, 1<z<2,

0, drugje.

Funkcija f(z) je padajofa na intervalih —2 <z < —1in 1<z < 2.
Funkcija f(z) je naras¢ajoca na intervalu —1 < x < 1.

Iz grafa funkcije f(x) se vidi, da je funkcija liha. Pokazimo 8e to for-
malno. Da je funkcija liha, mora veljati f(—z) = —f(x). V naSem
primeru moramo to pokazati za vsako vejo vejnate funkcije f(z):

m Za x > 2 velja, da je —x < —2, zato je v tem primeru f(z) =0
in f(—z) =0, torej velja f(x) = —f(—x).

mZal <z < 2velja, daje =2 < —z < —1. To pomeni, da je
—f(z).

mZa 0 <z <1 velja, da je —1 < —x < 0. To pa pomeni, da je
fl@) =z in f(-z) = —x=—f()

Za vse mozne primere smo pokazali, da velja f(—x) = f(—x), torej je
f(x) res liha funkcija.

Linearne in odsekoma linearne funkcije podajajo najbolj osnovne zveze med
neodvisnimi in odvisnimi spremenljivkami, zato se jih uporablja kot osnovne
modele pri iskanju zveze med podatki, kar bomo videli v nadaljevanju, ko
bomo v poglavju 2.3.1 pogledali, kako lahko z linearno funkcijo ugotovimo
medsebojno odvisnost med meritvami s postopkom prileganja funkcij k po-
datkom.
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1.4 Eksponentna in logaritemska funkcija

1.4.1 Eksponentna funkcija

Funkcijo
f(.ili‘) =a", a>0,

imenujemo eksponentna funkcija. Ce je a = e = 2.718281828456. . .,
imenujemo funkcijo

fa)=e

naravna eksponentna funkcija. Stevilo a se imenuje osnova eksponentne
funkcije, z pa eksponent. Negativni eksponent predstavlja funkcijo:

Na sliki 1.17 sta prikazana graf funkeij f(x) = €* z modro krivuljo in f(z) =
e " z rdeco krivuljo.

Slika 1.17: Eksponentna funkcija e® (svetlejSa, zelena krivulja) in e™*

(temnejsa, rdeca krivulja).
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Primer 11

Stevilo e = 2.718281828456 . . . se imenuje Eulerjevo stevilo in je defini-
rano kot
1 n
e = lim (1 + ) .
n—00 n
Ena izmed razlag, kako pridemo do Stevila e, je pri izra¢unu obresti.
Ce imamo 1 evro in so letne obresti 100%, potem

m bomo imeli v primeru izra¢una obresti enkrat na leto po enem
letu 2 evra.

Ce se obresti izra¢unavajo 2-krat na leto, potem izra¢unamo po
6-ih mesecih 50% obresti in na skupno vsoto ¢ez 6 mesecev Se
enkrat 50% obresti. Tako dobimo po prvih 6-ih mesecih 1-1.5 =
1.5 evrov, nato pa izracunamo Se 50% obresti na to vsoto, torej
1.5 1.5, ali, ¢e zapiSemo skupaj:

(1-1.5)-1.5 =1-1.5%

m Podobno lahko zapiSemo, ¢e obra¢unavamo obresti 4-krat na leto:

4
1 4
1-<1+4> =1-1.25%

» Ce izracunavamo 100% letne obresti n-krat letno, potem dobimo:

» Ce pa izracunavamo 100% letne obresti neprestano, potem lahko

zapisemo:
1\" 1\"
liml-(l—i—) = lim <1+> ,
n—oo n n—oo n

kar pa je enako Stevilu e = 2.718281828456 . . .

Tako lahko zaklju¢imo, da ¢e imamo na zacetku 1 evro in izrac¢unavamo
100% letne obresti neprestano skozi vse leto, bomo na koncu leta dobili
2.718281828456 . . . evra.

25
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Pravila za rac¢unanje eksponentnih funkcij

Velja:
a®=1.

Sestevanje in odstevanje eksponentov:

a*a¥ = a® 1Y, a®:ad¥=— =a

MnozZenje eksponentov:
(@) = (@)" = o

1.4.2 Normalna porazdelitev verjetnosti
Kot primer uporabe eksponentne funkcije, bomo obravnavali primer Gaus-
sove krivulje, ki je definirana kot

1 _ (@2

fz) = e 2?7 . (1.1)

Funkcija f(x) predstavlja porazdelitev gostote verjetnosti v primeru Gaus-
sove ali normalne porazdelitve, pri ¢emer parameter u predstavlja povprecéno
vrednost porazdelitve in parameter ¢ pa standardni odklon. Vrednost o?
imenujemo varianca porazdelitve. V primeru, ko sta ¢ = 0 in 0 = 1, govo-
rimo o standardni normalni porazdelitvi, funkcija pa se spremeni v

f(@) = e

Graf funkcije f(x) je prikazan na sliki 1.18. Graf Gaussove krivulje ima zvo-
nasto obliko, zato taksno krivuljo imenujemo tudi zvonasta krivulja. Krivu-
lja doseze svoj maksimum pri povprecju p in je simetri¢na glede na premico
x = u. Standardni odklon o doloc¢a hitrost padanja krivulje. Vegji kot je,
bolj Siroka je krivulja oziroma krivulja pocasneje pada in obratno, manjsa
kot je g, bolj ozja je krivulja oziroma je hitrost padanja krivulje na obe strani
vedja.

Gaussova krivulja je zelo pomembna krivulja, ker predstavlja obi¢ajno po-
razdelitev verjetnosti naklju¢nih dogodkov. Da razlozimo, kaj to pomeni, si
bomo pogledali naslednji primer.



1.4. Eksponentna in logaritemska funkcija 27

-1

2

u—020 p'—a 7 uii—a /24—205
Slika 1.18: Graf Gaussove krivulje.

Denimo, da smo merili vis§ino 100 oseb. V spodnji tabeli je zapisano, koliko
oseb je bilo visokih od 160 do 190 cm, kjer smo jih razvrstili v skupine visin
na intervale po 5 cm:

visina | 160-165 | 165-170 | 170-175 | 175-180 | 180-185 | 185-190
Stevilo oseb 2 11 37 38 11 1

Tako smo npr. ugotovili, da sta 2 osebi visoki med 160 in 165 cm, 11 oseb
med 165 in 175 cm itn. Ce izriSemo podatke iz te tabele v obliki stolpcev,
kjer viSina stolpca predstavlja Stevilo oseb doloc¢ene visine, dobimo graf na
sliki 1.19.

40+
30
20(
10t
rre—
160 165 170 175 180 185 190

Slika 1.19: Histogram visin.

Graf na sliki 1.19, kjer predstavimo pogostnost meritev s stolpci na posame-
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znih intervalih, imenujemo histogram.

Tu lahko ugotovimo, da je najve¢ oseb visokih okoli 175 cm, z oddaljevanjem
od te vrednosti pa Stevilo oseb upada. Tudi obi¢ajno je tako, da se vecina
meritev razporedi okoli neke osrednje vrednosti, bolj kot pa se oddaljujemo
od te vrednosti, pa se pogostnost meritev zmanjsuje. To osrednjo vrednost
imenujemo povprecje in ga izracunamo kot:

1
T = N Zlfzxu (1-2)

kjer N predstavlja Stevilo vseh meritev, n Stevilo intervalov ali kategorij me-
ritev, f; Stevilo meritev znotraj posameznega intervala ali kategorije meritev
in x; vrednost meritve posameznega intervala.

V naSem primeru je N = 100, n = 6, frekvence f; pa so enake Stevilom
oseb po posameznih kategorijah, torej fi = 2, fo = 11, f3 = 37, f4 = 38,
f5 =11 in fg = 1. Ker smo osebe merili z natancénostjo meritev na 5 cm,
potem vzamemo za x; vrednosti, ki so na sredini intervalov, torej 1 = 162.5,
xo = 167.5, x5 = 172.5, x4 = 177.5, x5 = 182.5 in x¢ = 187.5. Tako lahko
izracunamo:

1
T = $55(2°1625+11-167.5+37 1725+ 381775+ 111825 + 1. 187.5)
T = 174.9 (1.3)

Tako je povprecje visin oseb, ki smo jih izmerili, enako 174.9 cm.

Ce podatke na zdruzujemo po skupinah, kot smo to storili v zgornjem pri-
meru, potem lahko povprecje izraunamo tako, da seStejemo vse vrednosti
podatkov skupaj in jih delimo s Stevilom vseh podatkov:

To bi v naSem primeru pomenilo, da smo seSteli 2 osebi visoki 162.5 cm, 11
oseb visokih 167.5 cm, 37 oseb visokih 172.5 cm itn., s ¢imer bi dobili enak
izraz, kot je zapisan v (1.3).

Oblika krivulje pogostnosti meritev pa nam doloca, kaksno porazdelitev me-
ritev imamo. Obicajno graf porazdelitve meritev ustreza Gaussovi krivulji.
V tem primeru govorimo, da so podatki porazdeljeni po Gaussovi ali po
normalni porazdelitvi, ki je predstavljena s funkcijo (1.1). Povpredje T je v
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primeru vseh meritev enako parametru p, potrebno pa je izrac¢unati Se pa-
rameter o, ki predstavlja standardni odklon od povpre¢ja. Izra¢unamo ga iz
o2, ki jo imenujemo varianca porazdelitve, na naslednji nain:

O‘2 = ﬁ Zfz(l'z — f)Q. (1.4)
=1

Parametri izraza so enaki, kot pri primeru izra¢una povpredja = v (1.2). V
primeru posamic¢nih meritev se izra¢un variance podobno kot pri povprecju
zamenja v:

1
2 _ =Y
7T N1 Zi_l(mz %
kjer x; predstavlja vrednosti posamicnih meritev in ne skupine meritev, kot

je to v primeru (1.4).

0.10r

008/ N

0.06

0.041

N

160 165 170 175 180 185 190

Slika 1.20: Gaussova porazdelitev na podatkih meritev vigine.

V naSem primeru lahko izra¢unamo varianco iz formule (1.4):

1
o? = g9 (2 (1625~ 174.9)> + 11 - (167.5 — 174.9)% + 37 - (172.5 — 174.9)? +

+ 38 (177.5 —174.9)% + 11 - (182.5 — 174.9)% 4+ 1 - (187.5 — 174.9)?)
o? = 21.9596

Varianca je torej enaka o2 = 21.9596, iz ¢esar izra¢unamo standardni odklon

o =v21.9596 = 4.68611.

Standardni odklon v bistvu meri povprecen odklon podatkov od povprecne
vrednosti. Ce vstavimo izracunano povprecje u = 174.9 in standardni odklon
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o = 4.68611 v Gaussovo funkcijo (1.1) in izriSemo graf Gaussove krivulje na
nasih meritvah, dobimo sliko 1.20.

Standardni odklon oziroma varianca nam povesta, kako so podatki razprseni
okoli povprecne vrednosti. Veéja kot sta, veGja je razprSenost. Standardni
odklon v primeru Gaussove porazdelitve tudi pove, da lahko pricakujemo
na intervalu (u — o, u + o) 68% vseh meritev, na intervalu (u — 20, u + 20)
95% vseh meritev in na intervalu (u — 30, u + 30) Ze 99.7% meritev. To je
shemati¢no prikazano na grafu Gaussove krivulje na sliki 1.18.

1.4.3 Logaritemska funkcija

Inverzna funkcija eksponentne funkcije je logaritemska funkcija. Zapisemo
jo kot

f(z) =log, , (a>0,a #1).

Stevilo a predstavlja osnovo logaritma, funkcija pa je definirana samo za
pozitivne z. V primeru, ko je a enako $tevilu e, zapiSemo:

f(z)=Inzx
in govorimo o naravnem logaritmu.

Na sliki 1.21 sta prikazani funkciji e® in In  Funkcija In z je inverzna funkcija
funkcije e® in jo dobimo, ¢e funkcijo e preslikamo preko premice y = x.

3-

Slika 1.21: Inverzna funkcija funkcije e (svetla, zelena krivulja) je In(z)
(temna, rdeca krivulja).
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Funkcijo logaritma lahko razlozimo preko definicije inverza eksponentne funk-
cije. Prilogaritmu y = log, « racunamo taksen y, da bo veljalo a¥ = z. Tako
lahko hitro ugotovimo, da velja a!°%«* = z. Velja Se

log,1=0 in log,a=1,

ker je a® = 1 in a! = a. Logaritem log, 0 ne obstaja, saj ne obstaja nobeno

stevilo y, da bo a¥ = 0, oziroma lahko zapiSemo, da je v tem primeru log, 0
enak —oo v primeru, ko je a > 0, kar je razvidno iz slike 1.21.

Ostala pravila za izra¢un logaritmov so podana v nadaljevanju.
Sprememba logaritma produkta v vsoto logaritmov in logaritma kvocienta v
razliko logaritmov:

x
1Oga(l‘y) = loga T+ 1Oga Y, loga <y> = 1Oga T — 1Oga )
Logaritem potence:
n 1 1
log, 2" = nlog, z, log, V/x =log,xn = —log, =
n

Ce velja a¥ = x in b* = z, potem velja, da je y = log, x in z = log, x. Po
drugi strani pa velja:

ay = bV
al%8a?® blo8v T &e logaritmiramo obe strani z log,
loga blogb T

log, xlog, b

loga aloga T

log, zlog, a

log,x = log,blog,x

S tem pa smo tudi podali zvezo med logaritmi z razli¢nimi osnovami, torej:
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Primer 12

5245

2zu3 *

Izra¢unaj In

322 3y
In ﬁ? =1In (33:2 \3/7]) —In (2zu3) =

1
:ln3+2lnx—|—glny—ln2—lnz—3lnu

Primer 13

Pokazi, da za spremembo osnove eksponentne funkcije velja:

a® = e:clna.

To lahko pokazemo tako, da se vprasamo, kaksen mora biti y, da velja
a® = eY:

a® = €Y, <&e logaritmiramo obe strani z In
rlna = ylne
rlna = y

Torej je y = z1na, pri emer je e¥ = a®, zato velja e*"?® = ¢*.

1.4.4 Model spreminjanja populacije

Model naras¢anja ali upadanja populacije lahko zapisemo kot
P="Py(1+r),

kjer:

m P predstavlja populacijo po dolo¢enem casu t.
m P, predstavlja zacetno populacijo.

m r predstavlja delez prirastka ali zmanj$anja populacije v nekem ¢asov-
nem obdobju.
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m ¢ je Cas, v katerem izracunamo populacijo P.

Seveda ta model lahko uporabimo ne samo za populacije, ampak tudi za
ostale sisteme, ki se obnaSajo po tem principu: npr. za izracun obresti,
za narascanje ali upadanje proizvodnje, povecevanje ali upadanje prodaje,
bruto domacega proizvoda, naravnih dobrin ipd.

V naslednjih primerih podajamo nekaj zgledov uporabe tega modela.

Primer 14

Denimo, da je v nekem mestu leta 2012 stevilo ljudi 250,342. Nadalje
predpostavimo, da je ocenjena vrednost letnega priprastka stevila ljudi
1.2%.

1. Koliko ljudi bo v mestu zivelo ¢ez 5 let?

V tem primeru je Py = 250342, r = 0.012 in ¢t = 5. Torej izracu-
namo

P = Py(1 +r)" =250342(1 + 0.012)° = 265727
Cez pet let bo torej v mestu zivelo 15,727 vec ljudi kot sedaj.
2. Kdaj bo v mestu ob nespremenjenih pogojih naras¢anja popula-

cije zivelo 300,000 ljudi?

V tem primeru imamo podano P = 300000, Py = 250342 in
r = 0.012. Izra¢unati moramo Cas, torej t. Naredimo to za splo$ni
primer:

P = Py(1+7r), &e logaritmiramo obe strani z In
In P In Py(1 +r)t
InP = InPy+tln(l+r)
InP —1InF

In(1+7)
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V naSem primeru je:

_ InP-InPy 10300000 — In 250342
 In(l47r) In(1 + 0.012)
12.6115 — 12.4306
In1.012 01698

Torej ¢ez priblizno 15 let lahko pri¢akujemo 300,000 ljudi v mestu.
3. Koliksen mora biti letni prirastek, da se populacija v 10-ih letih

podvoji?

V tem primeru imamo podano P = 2Py, Py in t = 10. Izracunati
moramo letni prirastek r.
P = P(l1+r)
2Py = Py(1+1)0

2 = (1+7)'0, ¢&elogaritmiramo obe strani z In
In(2) = 10In(1+r)
1
In(l+r) = 1 In2 e eksponenciramo z e*
1+r = enh?

Fo= enwM2_1-=9% —1~0.07=7%

Torej, v primeru 7% prirastka na leto, se v desetih letih populacija
podvoji. To velja tudi za druge sisteme, npr. Ce se potrosnja
surovin na leto poveca za 7%, jih bomo potrebovali v desetih letih
Se enkrat vec¢. Ali pa npr., ¢e je potrebno povecati proizvodnjo
zdravil za 7% na leto, bomo ¢ez 10 let izdelovali §e enkrat vec
zdravil kot danes.

Model naras¢anja ali upadanja populacije, ki smo ga uporabljali v prejsnjih
primerih, predstavlja posebno obliko modela, ki ga v sploSnem zapiSemo z
eksponentno funkcijo na naslednji nacin:

P = Pyett. (1.5)

Ta model lahko izpeljemo iz diferencialne enacbe:

dP

Rl Ty 1

dt
kjer % predstavlja spremembo populacije P po ¢asu t (simbol % bomo
sicer spoznali v nadaljevanju pri diferencialnem ra¢unu), izraz k- P pa pred-
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stavlja delez populacije. Zgornja diferencialna ena¢ba nam torej pove, da
se populacija P spreminja po Casu t s konstantnim delezem k od populacije
P. Resitev zgornje enacbe je splosni model spreminjanja populacije v (1.5).
Parametri modela (1.5) pomenijo podobno kot prej: P predstavlja popula-
cijo, ki se spreminja po ¢asu t, Py predstavlja za¢etno populacijo in k delez
prirastka ali zmanjSanja populacije v nekem ¢asovnem obdobju.

Primer 15

Kaksna je zveza med delezem populacije k in r, ki smo ga uporabili v
modelu P = Py(1+r)?

Ker velja:

P(l+r)f= P =P

(1+7) = €M e logaritmiramo obe strani z In
tln(l+r) = ktin(e)
In(l14+7r) = k,
potem je
k=1In(l1+r)

1.5 Trigonometri¢ne funkcije

Trigonometri¢ne ali kotne funkcije podajajo razmerja med dolZinami stranic
v odvisnosti od kotov v pravokotnem trikotniku. Sinus kota poda razmerje
med dolzino nasprotne katete glede na kot in hipotenuze v pravokotnem
trikotniku, kosinus kota poda razmerje med dolZzino prilezne katete kota in
hipotenuzo, tangens kota pa predstavlja razmerje med dolzinama nasprotne
in prilezne katete v pravokotnem trikotniku.

Geometrijsko lahko definiramo kotne funkcije tudi na enotski kroznici v ko-
ordinatnem sistemu (z,y), kot je to prikazano na sliki 1.22.

Enotska kroZnica predstavlja kroznico s polmerom 1 v koordinatnem sistemu
s srediS¢em v sredis¢u kroznice. Kot « predstavlja kot med abscisno osjo in
premico, ki gre skozi koordinatno izhodisce in tocko (x, y) na enotski kroznici,
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B
N

X

|
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!
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—1
Slika 1.22: Enotska kroZnica za definicije kotnih funkcij v koordinatnem sistemu (z,y).

kot je to prikazano na sliki 1.22. V tem primeru lahko definiramo sinus,
kosinus in tangens kota « kot:

sina =9y, cosa=uzx, tana =

SHES

Ker je enotska kroznica definirana implicitno z ena¢bo 2% + y? = 1, tako

velja tudi sin® a + cos? @ = 1. Velja pa tudi tana = £ = —23;3

Kote v trigonometriji izrazamo v kotnih ali lo¢nih merah. Kotna mera je
dolocena z razdelitvijo kroga na 360 enakih delov. Enota za kotno mero je
stopinja, Sestdeseti del stopinje je minuta, Sestdeseti del minute pa sekunda.
Lo¢na mera pa je definirana kot razmerje med dolzino kroznega loka in pol-
merom kroZnice pri danem kotu. Enota je radian. To pomeni, da predstavlja
enkratni obhod kroznice s polmerom 7 kot 360° oziroma kot 2% = 27 mer-
jen v radianih. Iz tega pa dobimo zvezo med koti podanimi v stopinjah
in radianih, saj velja, da 360° ustreza 27 radianom oziroma 180° ustreza 7

radianom. Iz tega lahko izrac¢unamo splosno zvezo:
180° ) T
o’ = arad ali arad _ Oéo,

T 180°

kjer je a® kot merjen v stopinjah in a"* kot merjen v radianih.

V nadaljevanju podajamo nekaj vrednosti kotnih funkcij za kote med 0° in
90°:

kot | kot v rad | sin | cos | tan
0° 0 0 1 0
3°) F |3 [P
w| 5 [FE
60°| 5 [Py V3
90° 5 1 0 | £
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Koti med 0° in 90° ustrezajo vrednostim kotnih funkcij v prvem kvadrantu
koordinatnega sistema z enotsko kroznico. Na podlagi teh vrednosti lahko
izrac¢unamo tudi vrednosti kotnih funkcij ostalih kotov med 90° in 360°, kot
je to prikazano na sliki 1.23.

1
cos(m — a) = — cos(a) 4 (cos a,sina)
sin(m — «) = sin(«)
«a (0%
1& |
1 -1 1
Y (cos o, sin @) Y (cos a, sin )
=z o Q
-1 e} x 1 -1 a Tz
cos(m 4+ a) = — cos(a) -y -y C‘_)S(QW —a) = COSI(OL)
sin(ﬂ' + a) = — sin(a) ~ ) SIH(Q’]T — Oé) = — SIH(OZ)

Slika 1.23: Izracun vrednosti kotnih funkcij kotov med 90° in 360° na
podlagi znanih vrednosti kotnih funkcij kotov med 0° in 90°.

Ce poznamo sin « in cos « kota iz prvega kvadranta koordinatnega sistema,
torej e velja 0° < o < 90° in je = cos v in y = sin «, potem velja:

sin(m — a) =sina, cos(m — a) = — cos «

za kote v drugem kvadrantu, kot je to prikazano na sliki 1.23 zgoraj; nadalje
velja:
sin(m 4+ «) = —sina, cos(m+a) = —cosa
za kote v tretjem kvadrantu, kot je to prikazano na sliki 1.23 levo spodaj; in
Se:
sin(2mr — a) =sina, cos(2m — a) = cos «

za kote v Cetrtem kvadrantu, kar je prikazano na sliki 1.23 desno spodaj.



1.5. Trigonometricne funkcije 38

Primer 16

Izracunaj:

m cos(120°):

1
cos(120°) = cos(180° — 60°) = cos(m — g) =— cos(g) =—3
m sin(210°):
1
sin(210°) = sin(180° + 30°) = sin(m + %) = — sin(%) =-3

m tan(315°):
Ker velja tan o = Z ==,
ter nato tan(315°):

najprej izra¢unamo sin(315°) in cos(315°)

5
Sin(315%) = sin(360° — 45°) = sin(2r — ) = —sin(]) = —‘2[

2
cos(315°) = cos(360° — 45°) = cos(2m — %) = cos(%) = \2[

. o V2
o sin(315°) —%=

1 = =
tan(315°) cos(315°) \f

Funkcija sinus

Graf funkcije f(z) = sin(z) je prikazan na sliki 1.24. V tem primeru poda-
jamo kote x v radianih.

Funkcija sin(x) je periodi¢na funkcija s periodo 27 radianov. Perioda 27
predstavlja ravno en obhod enotske kroznice, zato so po vsakem takem ob-
hodu vrednosti sinusa enake, kar lahko zapiSsemo kot

sin(z) = sin(z + 2km) za k € Z.

Nicle funkcije sin(z) so v tockah ..., —3mr, —2m, 7,0, 7,27, 37, ..., kar lahko
zapiSemo krajSe s km, kjer je k € Z.

Med niclami sinusa so maksimumi in minimumi, ki si izmeni¢no sledijo.
Maksimalne vrednosti funkcije sin(z), ki znasajo +1, so doseZene v tockah

.. ,—37”, % 57”, ..., kar zapisemo krajse z § + 2k7 za k € Z.
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1.5

—-15L

Slika 1.24: Graf funkcije sin(z) s pripadajo¢imi ni¢lami, maksimumi in minimumi.

Vrednosti minimumov funkcije sin(x) so -1 in so dosezene v tockah

. ,—57”, — 3 37”, ..., kar zapiSemo krajse z —3 + 2k za k € Z.

Funkcija kosinus

Graf funkcije f(x) = cos(z) je prikazan na sliki 1.25. Tudi v tem primeru so
koti x podani v radianih.

15,

—15L
Slika 1.25: Graf funkcije cos(z) s pripadajo¢imi ni¢lami, maksimumi in minimumi.

Tudi funkcija cos(x) je periodi¢na funkcija s periodo 27 radianov. Zaradi
enakega razloga kot pri funkciji sinus perioda 27 predstavlja ravno en ob-
hod enotske kroznice, zato so po vsakem takem obhodu vrednosti kosinusa
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ponovijo, kar lahko zapisemo kot

cos(z) = cos(x + 2km) za k € Z.

Nicle funkcije cos(z) so v tockah ...,—57“, —37”, —5, 5, 37”, 57” ..., kar lahko

zapiSemo krajSe s (k + 3)m, kjer je k € Z.

Med ni¢lami kosinusa so maksimumi in minimumi, ki si izmeni¢no sledijo.
Maksimalne vrednosti funkcije cos(x) znaSajo tako kot pri sinusu +1 in so
doseZene v tockah ..., =27, 0, 2m, ..., kar zapiSemo krajSe z 2kw za k € Z.

Vrednosti minimumov funkcije cos(x) so -1 in so doseZene v tockah
.., —=3m, —m, 7,37, ..., kar zapiSemo krajse z (2k + 1)7 za k € Z.

Funkcija cos(x) ima povsem enake lastnosti kot funkcija sin(z), le da so nicle,
maksimumi in minimumi premaknjeni za konstantno vrednost 5. Tako lahko
zapiSemo, da velja:

cos(z) = sin(x + 5)

Funkcija tangens

Graf funkcije f(x) = tan(z) je prikazan na sliki 1.26.

| (93]
S
(41}
L]

Slika 1.26: Graf funkcije tan(z).

sin(x)
cos(z)’
funkcij sinusa in kosinusa. Nicle funkcije tan(z) so tako doseZene pri ni¢lah

Ker velja tan(z) =

so lastnosti funkcije tan(z) odvisne od lastnosti
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funkcije sin(x), v ni¢lah cos(z) pa ima funkcija tan(z) pole. Perioda funkcije
je pol manjSa kot pri funkcijah sinus in kosinus in znaSa w. Tako velja:

tan(x) = tan(z + kn) za k € Z.

Nicle so tako dosezene pri k7, poli pa pri (k + %)7‘&’, kjer je k € Z.

Nekatere zveze med kotnimi funkcijami

Pokazali smo Ze, da velja

sinz

sin®+cos?z=1 in tanz = .
coS T

Veljata Se adicijska izreka:

sin(x + y) = sinx cosy + coszsiny
in

cos(x £ y) = cosx cosy F sinz siny.

Primer 17

m [zrac¢unaj sin 2x:

sin2z = sinzcosx + sinxcosz = 2sinx cosx

m [zraCunaj cos2x:

CoS2r = coSTCOST — sinrsinz = cos’x — sin’

m [zraCunaj tan 2x.
Velja:

sin 2x 2sinx cosx
tan 2z = = 3 3
cos 2x CcOs? x — sin

xr
sin x
cosx

Ce iz zveze tanx = izrazimo sin x = tan x cos x in vstavimo
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v zgornjo zvezo. Tako dobimo:

42

sin 2x 2sinxcosx

tan2x = =

cos2r  cos?x — sin
2tanx cosxcoszx

cos? x — tan? z cos? x

2 tan x cos?

cos? z(1 — tan? z)

2tanx
1 —tan?z

1.5.1 Izris trigonometri¢nih funkcij

2

X

V splognem lahko zapiSsemo trigonometri¢no funkcijo kot

f(t) = Asin(wt + ¢).

S to zvezo pa lahko opiSemo tudi potek nihanja matemati¢nega nihala. V

tem primeru imenujemo:

m A - amplitudo nihanja, ki predstavlja najvecji odmik nihala od ravno-

vesne lege,

®m w - krozno frekvenco nihanja, ki definira periodo ali valovno dolZino

2

nihanja, ki znasa T' = <&,

m o - fazni zaletek ali fazni zamik, ki predstavlja odmik od ravnovesne

lege zacetka nihanja.

/ 'A

/

SRS

T="

Slika 1.27: Harmoni¢no nihanje.
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Kaj pomenijo posamezni parametri funkcije f(¢), predstavljeno na sliki 1.27.

S parametrom A vplivamo na velikost amplitude sinusnega nihanja. Vegji
kot je, vedja je amplituda in obratno, manjsi kot je, manjSa je amplituda.
To je prikazano na sliki 1.28. V primeru na sliki primerjamo graf funkcije
sin(t) z grafom 2sin(¢) na sliki levo in z grafom funkcije 0.5sin(¢) na sliki
desno. V prvem primeru se amplituda osnovnega sinusa dvakrat poveca,
torej so maksimalne in minimalne vrednosti 2-krat vec¢je od maksimumov
oziroma 2-krat manjse od minimumov osnovnega sinusa. Podobno je v pri-
meru 0.5sin(t), le da se tu absolutne vrednosti maksimumov in minimumov
za polovico zmanjsajo.

Slika 1.28: Vpliv amplitude na nihanje: levo je 2sin(t) (svetlejsi graf),
desno 0.5sin(t) (svetlejsi graf) v primerjavi s sin(t) (temnejsi graf na obeh
slikah).

S krozno frekvenco w vplivamo na Sirjenje oziroma Kkréenje osnovnega sinu-
snega nihanja po ¢asovni osi. Vedja kot je w, bolj se sinusno nihanje kréi,
kar pomeni, da se perioda nihanja manjSa, oziroma da se frekvenca nihanja
poveca. Manjsa kot je w, bolj se sinusno nihanje po ¢asu Siri, kar pomeni,
da je perioda vecja in frekvenca nihanja manjSa. V primeru na sliki 1.29 pri-
merjamo osnovno funkcijo sin(t) s funkcijama sin(2.5¢) in sin(0.5¢). V prvem
primeru je torej w = 2.5, v drugem pa w = 0.5. V primeru sin(2.5t) se graf
nihanja skréi za 2.5-krat v primerjavi z grafom sin(¢), v primeru sin(0.5¢) pa
se graf funkcije razsiri za 2-krat v primerjavi z grafom sin(t).

S parametrom ¢ vplivamo na premikanje osnovnega sinusnega nihanja desno
ali levo po Casovni osi. Ce je parameter @ pozitiven, se graf osnovnega
nihanja premakne za vrednost ¢ v levo, ¢e pa je negativen, se graf premakne
za vrednost ¢ v desno. To je prikazano tudi na sliki 1.30, kjer je prikazana
primerjava med funkcijami sin(¢) in sin(¢ + 1) ter sin(t — 1). V primeru
sin(t + 1) se je graf osnovne funkcije sin(t) premaknil za 1 v levo, v primeru
sin(t — 1) pa se je graf osnovne funkcije sin(¢) premaknil za 1 v desno.
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Slika 1.29: Vpliv krozne frekvence w na nihanje: levo je sin(2.5¢t) (svetlejsi
graf), desno pa sin(0.5¢) (svetlejsi graf) v primerjavi s sin(t) (temnejsi graf
na obeh slikah).

Slika 1.30: Vpliv faznega premika ¢ na nihanje: levo je sin(t+1) (svetlejsi
graf), desno pa sin(t — 1) (svetlejsi graf) v primerjavi s sin(¢) (temnejsi graf
na obeh slikah).

Izris grafa funkcije Asin(wt+ ¢)

Izris grafa funkcije f(t) = Asin(wt+ ¢) lahko izvedemo na ve¢ nac¢inov. Kot
smo lahko spoznali, nam posamezni parametri funkcije f(¢) dolo¢ijo, kako
se spreminja osnovna funkcija sinusa sin(t). Na podlagi tega znanja bi lahko
osnovno funkcijo sin(¢) postopno preoblikovali do konéne funkcije A sin(wt +
¢) s premikanjem, kréenjem ali Sirjenjem po ¢asovni osi in raztezanjem ali
kréenjem po amplitudi.

V nadaljevanju pa si bomo pogledali drugi nacin izrisa grafa s pomocjo zna-
nih lastnosti funkcije f(t) = Asin(wt 4+ ¢). Denimo, da Zelimo izrisati graf
funkcije f(t) = 2sin(wt + ). To je primer funkcije f(f) = Asin(wt + ¢),
kjer je A=2, w=minp= 7.

Ker gre za sinusno nihanje, lahko predpostavimo, da bo kon¢ni graf vseboval
nicle, maksimume in minimume. Zaradi amplitude A = 2 bodo vrednosti
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maksimumov 2, vrednosti minimumov pa -2.

Dolo¢imo najprej ni¢le funkcije f(t):

2sin(7rt+g) =0

Ker so nicle sinusa doseZene pri k7w, potem velja:

7Tt+g = kr
1
t+—- = k
+2
1
t = k— =
2
Pois¢emo Se maksimume:
2sin(7rt+g) = 2

Ker so maksimumi sinusa dosezeni pri § + 2k, potem velja:

s T
t+— = — 42k
it + 5 5 + 2kRm
1 1
t+- = —+2k
+ 5 5 +
t = 2k
Pois¢emo Se minimume:
2 sin(rt + g) = -2
Ker so minimumi sinusa doseZeni pri —3 + 2k, potem velja:
T s
t+—- = ——+2k
7t + 5 5 + 2T
1 1
t+- = ——+2k
+ 5 5 +
t = 2k+1

Ko izra¢unamo ni¢le, maksimume in minimume, vse skupaj izriSemo na graf,
ki je prikazan na sliki 1.31.
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Slika 1.32: Izris funkcije f(t) = 2sin(nt + 7), ki gre skozi pripadajoce
niéle, maksimume in minimume.

Ko imamo narisane nic¢le, maksimume in minimume, je potrebno vse skupaj
samo povezati s sinusno obliko funkcije, kar je prikazano na sliki 1.32.

To pa je tudi konéni izris grafa funkcije f(t) = 2sin(nt + 7).

Poglejmo Se dva primera:
Primer 18

Poiséi resitve 2sin (7¢ + 5) = 1 na intervalu [—1, 1].

Graf funkcije f(t) = 2sin (7t + 5) smo narisali na sliki 1.32. Iz slike
lahko razberemo, da je f(t) = 1 na intervalu [—1, 1] med dvema niclama,
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ki so v tockah t; = —% in t9 = % Izra¢unajmo ti dve tocki:
2sin <7Tt + E) =1
2
(vt+3) = 3
sin(mt+—=) = =
2 2

Ker velja:
1 1
sin <%+2/€7r> =3 sin <5§+2k7r> =5 za k € Z,

lahko obravnavamo oba primera:

1.
ﬂ't—f-% = %+2kﬂ'
t+y = o2k
t = %+2k—%
t = —%+2k
1 1 .2
Mozne resitve t = ...,—25,—§,1§,...
Na intervalu [—1, 1] je samo resitev —1.
2.
mf—i—g = 5%—1—2]{%
t+y = o+2
t = %+2k—%
t = é—i—Qk
111
Mozne resitve t = ...,—1§,§,2§,...

Na intervalu [—1,1] je samo regitev 3.
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Primer 19

Kako iz grafa harmoni¢nega nihanja f(t) = Asin(wt + ¢) dolo¢imo pa-
rametre A, w in p?

Poglejmo primer grafa harmoni¢nega nihanja:

3

N
N
)

Amplituda nihanja na sliki je 2, torej je A = 2. Perioda nihanja je
T = 2. Ker veljaT = %”, lahko izra¢unamo, da je krozna frekvenca

— 2r _ 2m _
w=77F =5 =T

Izracunati je potrebno 8e fazni zamik . Tega lahko dolo¢imo iz nicel.

Iz grafa lahko dolo¢imo nicle nihanja v tockah . . .| —%, %, %, ..., oziroma
prit = —% +k, k € Z. Po drugi strani pa vemo, da so nicle funkcije sin

v tockah kw. Torej velja:

wt+¢ = krm

1
7r(—§+k)—|-g0 = km

—g—i—knr—i—gp = krm

oy <@

Torej se enacba harmoni¢nega nihanja na sliki lahko zapise kot:

F(t) = 2sin(xt + g).
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1.5.2 DusSeno nihanje

Harmonic¢no nihanje iz prejSnjega poglavja je samo teoreti¢en model nihanja,
saj se taksno nihanje nikoli ne ustavi, kar pa vemo, da ni mogo¢e. Obic¢ajno
je tako, da se po nekem ¢asu nihanje zaustavi zaradi razli¢nih dejavnikov, ki
to nihanje zavirajo. Tako je boljsi model nihanja opisan z naslednjo funkcijo:

f(t) = Ae™sin(wt + ),

pri ¢emer velja, da sta a in ¢ pozitivna. Graf takSnega nihanja je prikazan
na sliki 1.33.

_ol

Slika 1.33: DuSeno nihanje.

Taksnemu nihanju, kjer se amplituda nihanja asimptoti¢no priblizuje 0, pra-
vimo duseno nihanje. Hitrost padanja je dolo¢ena s parametrom a. Vecji kot
je a, hitreje amplituda nihanja pada proti 0. To je prikazano na sliki 1.34.
Zato temu parametru pravimo tudi koeficient duSenja nihanja.

Slika 1.34: Spreminjanje kooeficienta duSenja vpliva na hitrost pojemanja
nihanja. Na levi sliki je koeficient duSenja manjsi, kot je na desni sliki.

Vse ostale lastnosti ostanejo enake kot pri harmoni¢nem nihanju. Nicle ni-
hanja so dolo¢ene s sinusno funkcijo enako kot prej, polozaj maksimumov
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in minimumov ravno tako doloc¢a funkcija sinus, le velikost maksimumov in
minimumov je dolo¢ena po krivulji Ae=%, kar je prikazano s svetlej$o érto
na grafih 1.33 in 1.34.



2. Diferencialni rac¢un

2.1 Odvod funkcije

7 odvodom funkcije merimo hitrost spremembe funkcije v dani tocki. Ce v
dani tocki funkcija narasca, je vrednost odvoda pozitivna, ¢e funkcija pada,
pa je vrednost odvoda negativna. Vrednost odvoda je velika v pozitivno
oziroma v negativno smer, ¢e funkcija v dani tocki strmo narasca oziroma
pada.

Odvod funkcije lahko definiramo s pomocjo diferen¢nega koeficienta funkcije
v dani tocki. Diferenc¢ni koeficient funkcije f(x) v dani tocki xq je:

f(zo +h) — f(z0)

Y .
Diferencni koeficient predstavlja smerni koeficient premice sekante funkcije
f(x), ki gre skozi tocki (xq, f(x0)) in (xo+ h, f(xo+ h)), kot je to prikazano
na sliki 2.1. 5

2 4 ‘
X, © 7 x,+h

Slika 2.1: Premica sekanta funkcije f(z) skozi to¢ki P(zo, f(z0)) in S(zo+
h, f(zo + h)).

o1
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Smerni koeficient premice, ki gre skozi tocki P(zo, f(x0)) in S(zo+h, f(zo+

h)) nasliki 2.1, lahko izra¢unamo kot kg = % = f(x;’jfz:iéxo) = f(wﬁhg*f(xo),

kar je enako diferencenmu koeficientu.

Ce h manjSamo, se manjsa tudi razdalja med tockama P in S. Kar pomeni,
da se sekanta funkcije f(x) skozi ti dve tocki vse bolj priblizuje premici
tangente skozi tocko P, kot je to prikazano na sliki 2.2.

35
30

25k

P h o
2
Xo Xoth

Slika 2.2: Ko se manj3a h, se premica sekanta skozi tocki P(xo, f(x0)) in
S(zo + h, f(xo + h)) priblizuje premici tangente v to¢ki P(xo, f(x0)).

Ko gre h — 0, lahko diferen¢ni kvocient zapisemo kot:
i 4 (0 + 1) — f(=o)
h—0 h

in to imenujemo odvod funkcije f(x) v tocki zg. Obicajno ga ozna¢imo z
f'(xg). Odvod v poljubni tocki z funkcije f(z) tako lahko zapiSemo kot:

Fa) — fn L) = @),

h—0 h

Odvode lahko 8e oznacujemo z

df (z)
dz ’

f'(z), Df(=),

definicija odvoda pa je v vseh primerih enaka.

Na sliki 2.3 je prikazan odvod v razli¢nih tockah funkcije f(z) = 2® — 2. Pri-

kazan je graf funkcije f(z) (s polno ¢rto), odvod funkcije f/(x) (s prekinjeno
¢rto) in premica tangente v tockah izracuna odvoda. Odvod je izra¢unan v
tockah —1.2, —@, 0 in 1. Kot lahko vidimo na sliki 2.3, je vrednost odvoda
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Slika 2.3: Prikaz odvoda v razli¢nih tockah funkcije f(x)

negativne.

kot funkcija narasca, veje so vrednosti odvoda (veéji je smerni koeficient
tangente). Enako velja tudi za padanje funkcije, vendar so vrednosti odvoda

Posebej je potrebno poudariti, da je vrednost odvoda v tocki
—@ (druga slika na sliki 2.3), kjer funkcija f(z) doseze lokalni maksimum,
enaka 0 (smerni koeficient tangente v tej tocki je 0 - premica je vodoravna).
Poleg tega lahko opazimo tudi, da je graf odvoda funkcije f(z) = =

3
ki predstavlja polinom tretje stopnje, enak paraboli, kar ustreza polinomu
druge stopnje.

Fizikalna interpretacija odvoda

Denimo, da se neki delec (objekt) premika vzdolz ravne ¢rte, kot je to pri-
kazano na sliki 2.4, kjer merimo odmik delca od zacetne tocke 0.

0 P S
f(a) fla+h)

Slika 2.4: Gibanje delca v ¢asu.

Pot delca je odvisna od ¢asa t. Tako lahko zapisemo, da je odmik odvisen
od ¢asa, kar lahko zapiSemo kot funkcijo ¢asa:

y = f(t).

Naj delec v ¢asu a opravi pot od tocke 0 do P in v ¢asu a+ h pot od tocke 0

pozitivna tam, kjer funkcija narascéa in negativna, kjer funkcija pada. Hitreje

53
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v S. Odmik od tocke 0 je tako enak v prvem primeru enak f(a) in v drugem
fla+h).

Tako delec opravi pot od to¢ke P do S, ki je enaka f(a+ h) — f(a). To pot
pa opravi v ¢asu (a + h) — a = h. povpre¢na hitrost delca na tem intervalu
je tako
fla+h) — f(a)

N .
Ce h manjSamo, se razdalja med P in S vedno bolj manjsa in lahko izracu-
namo povpre¢no hitrost na vedno manjsem intervalu okoli to¢ke P v ¢asu a.
Ko gre h — 0, dobimo trenutno hitrost v ¢asu a:

flath) = f@) _
=2~ ).

Tako lahko ugotovimo, da je trenutna hitrost v ¢asu a enaka odvodu poti po
¢asu v tocki a.

v =

v = lim
h—0

Primer 1

2

Izra¢unaj odvod funkcije f(x) = x* z uporabo definicije odvoda.

) - i JEED) = f@) (@t h)?—a?
L
a2+ 2xh + h? — 22 ~ 2xh + h?
= h R R S
= }llir%(Q:U—&—h):Qx.
—

Torej je odvod
(%) = 2.
2.1.1 Odvodi elementarnih matemati¢nih funkcij
Odvode nekaterih elementarnih matemati¢nih funkcij lahko izra¢unamo ne-

posredno z uporabo definicije odvoda. V nadaljevanju podajamo nekaj od-
vodov znanih matemati¢nih funkcij.

Potenc¢éne funkcije:

(z™) =nz
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Primer 2

Izrac¢unaj naslednje odvode:

: o= (') =12 =1
2. ~N .
<x> = (z71) lz72 = 2
3. ,
(xln> = (") = —nx "l = —ﬁ
4. / 1 .
(va) = (=) = 3o =5z
d.

Trigonometri¢ne funkcije:

55
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2.1.2 Osnovna pravila odvajanja

Odvod funkcije pomnozene s skalarjem

(c f(@)) =c- f(2)

Odvod vsote ali razlike funkcij

(f(2) + g(z) = h(2))" = ['(z) + /() — W (2)

Primer 3

Izra¢unaj odvode naslednjih funkcij:

6
u f(‘T) = $4;212

af+12\" w3 ’
42 4 22

x+3/ Yz
. (o) = ALY

I
7N
| —
8
S
~_
+
—
w
&
b
SN—
|
8
w
D
8
&

Odvod produkta funkcij

Dve funkciji:

(f(2)-9(2)) = f'(x)g(x) + f(x)g'(x)
Tri funkcije:

(f(z) - g(@) - h(x))" = f'(2)g(x)h(z) + f(z)g' (2)h(z) + f(2)g(x) ' (x)
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Primer 4

Izracunaj odvode naslednjih funkcij:
2
m f(x) =zsinx
RV : . :
(1:2 sinz) = (%) sinx + 2°sin’ x = 2z sinz 4+ 2% cos x
T

m f(r) =2%e"sinz

(z%€” sin a:)/ = (2?)e"sinx + 2(e”) sinx + % sin’

= 2xesinx + 22e® sinz + 22 cos

Odvod kvocienta funkcij

g(z)

pri ¢emer je g(z) # 0

(f(@)' _ ['(@)g(x) = fz)g'(x)

Primer 5

Izracunaj odvode naslednjih funkcij:
RIOES =

(3—233)’ (3 —22)(3 4 2x) — (3 — 22)(3 + 2z’
3+ 2z (3 + 2x)2
—2(3+22) — (3 — 22)2

(3 + 2x)?
—6 —4x — 6+ 4x

(34 2x)2
—12

(3 +2x)?
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" f(.’E) = 1—?—120::1‘

sinz 1\’ sin’ (1 + cosx) — sinx(1 + cos )’
< ) (1 + cosx)?
cos (1 + cos z) — sin z(— sin x)

(14 cosx)?
cosx + cos® x + sin’
(1 + cosz)?
1+cosx

(1 + cosz)?

1

1+ cosx

1+ cosx

m f(z) =tanz

. ! . .
, sinx sin’ x cos x — sin z cos’ x
tan'z = = 5 —
CoS T cos? x
cos?z + sin® x 1
cos? z cos? z

Odvodi sestavljenih funkcij

Odvod sestavljene funkcije:

Verizno pravilo:

Primer 6

Izracunaj odvode naslednjih funkcij:

m f(z) = (322 —x +1)?

Tu imamo sestavljeno funkcijo iz dveh funkcij v(z) = 322 — 2 + 1
in u(z) = 22, tako da velja f(z) = u(v(z)). Zato odvajamo po
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pravilu za sestavljene funkcije:

(322 —z+1)?) = 2B —z+1)! (322 -~z +1)
= 232 —2+1)- (6z —1)

m f(z) =25 —2?

Tu imamo sestavljeno funkcijo iz dveh funkcij v(z) = 25 — 22 in
u(z) = /x, tako da velja f(z) = wu(v(z)). Zato odvajamo po
pravilu za sestavljene funkcije:

(\/25 — 332)/ - ((25 - x2)%)'

1
= (5~ 22)271. (25 — 22) =

= (@) H(-2m) =

V25 — 22

. f(@) =
Ker velja f(z) = a® = €*™?, imamo tudi tu sestavljeno funkcijo
iz dveh funkcij v(z) = zlna in u(z) = €*, tako da velja f(z) =
u(v(x)). Zato odvajamo po pravilu za sestavljene funkcije:

(ax)/ — <€x1na>/
= *me . (zlna)
= ey,

= a"lna

m f(z) =sin?(3z — 2)
Tudi tu imamo sestavljeno funkcijo iz treh funkcij w(z) = 3z — 2,
v(x) = sinz in u(x) = 22, tako da velja f(z) = u(v(w(z))). Zato
odvajamo po veriznem pravilu:

(sin?(3z — 2)) = 2sin* 3z — 2) - (sin(3z — 2))’ - 3z — 2)/
= 2sin(3x —2)cos(3z —2) -3
= 6sin(3z — 2) cos(3z — 2)
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Primer 7

Dolo¢i premico tangente v tocki (2,4) funkcije f(z) = 23 — 222 + 4, ki
je prikazana na sliki:

—2l

Odvod v tocki (2,4) je enak smernemu koeficientu tangente v tej tocki.
Enacba premice tangente je:

y = krx +nr, kjer je kr = f'(x0)
f'(x) = 32 — 4x
kr=f'(2)=3-22-4.2=4
nT:yo—ka0:4—4-2:—4
Enacba premice tangente v tocki (2,4) funkcije f(z) = 23 — 222 + 4 je

tako:
y =4z — 4.
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2.1.3 Numeri¢no racunanje priblizka odvoda

Priblizek odvoda v dani tocki lahko ocenimo tudi numeri¢no z dolo¢anjem
smernega koeficienta premice sekante v sosednjih tockah dane toc¢ke. To je
Se posebej uporabno v primerih, ko ne poznamo analiti¢ne oblike funkcije,
ampak imamo na razpolago samo graf funkcije oziroma je funkcija podana
v obliki tabele.

Poglejmo si, kako ocenimo odvod v primeru grafitno podane funkcije. De-
nimo, da merimo koncentracijo nekega zdravila v krvi v odvisnosti od ¢asa.
V tem primeru merimo koncentracijo zdravila v mikrogramih zdravila na
mililiter krvi na vsakih 5 minut. Tabela meritev in graf sta prikazana na
sliki 2.5.

gas v koncentracija Gas v koncentracija
min zdravila min zdravila 15+
0 0 55 8.2
5 7.0 60 7.6 10
10 11.6 65 71
15 13.5 70 6.7
20 137 75 6.3 T
25 13.1 80 5.9
30 122 85 5.6 0 20 20 60 80 100
35 11.3 90 53
40 10.4 95 5.1
45 9.6 100 4.8
50 8.8

Slika 2.5: Meritve koncentracije zdravila v mikrogramih na mililiter krvi
na vsakih 5 minut.

Iz meritev na sliki 2.5 lahko vidimo, da nekje do 20 min koncentracija zdravila
naraSca in pri 20 minuti je koncentracija najvec¢ja, potem pa zacne padati,
pri stoti minuti imamo Se vedno okoli 5 mikrogramov zdravila v krvi. Naga
naloga pa je oceniti hitrost narasSCanja ali padanja koncentracije zdravila v
krvi. Zanima nas, kako hitro narasca koncentracija pri 5-ti minuti, pri 15-ti
minuti in kako pada koncentracija npr. pri 30-ti in 80-ti minuti.

Hitrost padanja in naras¢anja ocenimo z odvodom v dani tocki, vendar v tem
primeru ne poznamo analiti¢ne oblike funkcije in odvoda s pravili odvajanja
tako ne moremo izracunati. Zato pa si pomagamo z numeri¢nimi ocenami
odvoda.

Kot vemo, smo definirali odvod v dani toc¢ki kot smerni koeficient tangente
v tej tocki. Smerni koeficient tangente v tej toc¢ki pa smo dobili iz limite
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diferen¢nega koeficienta, ki predstavlja smerni koeficient sekante v blizini
dane tocke. To pomeni, da lahko vrednost smernega koeficienta tangente, ki
predstavlja odvod, ocenimo s smernim koeficientom sekante tock, ki so zelo
blizu dani todcki.

Tako lahko v primeru naSe koncentracije zdravil ocenimo odvod v tocki pri
15-ih minutah z izratunom smernega koeficienta sekante skozi dve sosednji
tocki t.j. v tockah pri 10. in 20. minuti, kot je to prikazano na sliki 2.6.

15}

}.

0 20 40 60 80 100

Slika 2.6: Ocena smernega koeficienta tangente, ki predstavlja odvod v
dani tocki, z izra¢unanim smernim koeficientom sekante dveh sosednjih
tock dane tocke.

Ce to zapiSemo Se matemati¢no, potem lahko odvod funkcije f(x) v tocki zg
aproksimiramo z:

T A) — flzg— A
f/(xo)%f( 0+ )QAf( 0 )7

kjer A predstavlja enakomeren razmik od toc¢ke xg v levo in desno.

V naSem primeru lahko torej odvod funkcije, podane z meritvami koncen-
tracije zdravila v krvi, v tocki pri 15. minuti izra¢unamo kot

£(20) - £(10)

J(15) = S

V tem primeru je A = 5, ker smo izvajali meritve na vsakih 5 minut in sta
zato prvi sosednji tocki tocke pri 15-ih minutah oddaljene za £5 minut. Ce
preberemo vrednosti za f(20) in f(10) iz tabele na sliki 2.5, lahko izra¢unamo
numeric¢en priblizek odvoda v tocki pri 15-ih minutah:

f(20) = f(10) _ 13.7—11.6

5 5 T = 0.21.

f'(15) ~
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To pomeni, da je hitrost naras¢anja koncentracije pri 15-ih minutah priblizno

0.21 mikrograma na mililiter krvi na minuto.

Podobno lahko izra¢unamo odvode tudi za ostale vrednosti:

£(10) = f(0) _ 11.6-0

F'(5) =~ 5TF g = L6

/ . f(35) —f(25) _11.3-13.1 _
F30) ~ s =g = 018
' _ f(8)—f(75) 56-63
F(80) ~ s = g = 00T

Tako lahko ugotovimo, da vrednosti koncentracije zdravila v krvi najhitreje
naras¢ajo pri 5. minuti (vrednost odvoda je najvecja), pri 30. in 80. so
vrednosti negativne, kar pomeni, da koncentracija zdravila v krvi pada. In
ker je vrednosti odvoda pri 30. minuti v negativno smer ve¢ja od vrednosti
pri 80. minuti, lahko ugotovimo, da koncentracija pri 30. minuti hitreje
pada kot v 80. minuti. Vse to se seveda ujema z grafom na sliki 2.5.

2.1.4 Odvodi visjega reda

Odvod funkcije g(x) = f'(z), ki predstavlja odvod prvega odvoda funkcije
f!(x), lahko zapisemo kot (f'(z))" in ga imenujemo drugi odvod funkcije f(z)
2

ter ga ozna¢imo s simboli f”(z) ali %(f).
Podobno lahko definiramo odvode visjega reda: n-ti odvod funkcije f(x) je
odvod n — 1. odvoda funkcije f(z). Oznaka za odvod reda n funkcije f(x) je

@ f(z)

dz™

F™(z) ali

Primer 8

» Izra¢unaj drugi odvod funkcije f(z) = 2% + 42% — 5z + 2:

fl(x) = 322 +8x—5
f"(z) = 6z+8
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m Izra¢unaj drugi odvod funkcije f(x) = sin?(3z — 1):
f'(x) = 2sin(3z — 1) cos(3z — 1)3 = 6sin(3z — 1) cos(3z — 1)

f"(z) = 6cos(3z —1)3cos(3z — 1) + 6sin(3z — 1)(—3sin(3x — 1))
= 18cos’(3x — 1) — 18sin*(3z — 1)

m [zrac¢unaj tretji odvod funkcije f(z) = z™:

f@) = ma"
f"(z) = n(n—1)z""2
) = nn-1(n-2)z"3

2.2 Dolocanje ekstremov funkcij

Ekstrem funkcije predstavlja lahko maksimum ali minimum neke funkcije.

V poglavju 1.2.2 smo definirali lokalni minimum oziroma maksimum funkcije
v tockah xg, kjer je vrednost funkcije f(z¢) najmanjsa oziroma najvecja od
vseh drugih vrednosti funkcije v tej okolici.

Kot smo lahko Ze videli v primeru funkcije na sliki 2.3, je tangenta krivulje v
ekstremnih toc¢kah funkcije vzporedna z abscisno osjo. To pa pomeni, da je
smerni koeficient tangent v teh tockah enak 0, ali da je odvod funkcije v teh
tockah enak 0. To velja za minimume in maksimume funkcije. Tako lahko
ugotovimo, da je potreben pogoj, da ima zvezna funkcija lokalni minimum
ali maksimum samo v toc¢kah, kjer je odvod enak ni¢. To je shemati¢no
prikazano na sliki 2.7 (levo). Vidimo pa tudi, da lahko obstajajo maksimumi
ali minimumi tudi v primeru, ko odvodov v teh tockah ne moremo izra¢unati,
npr. v primeru lomljene funkcije t.j. funkcije, ki je sestavljena iz dveh ali
ve¢ delov razli¢nih funkcij, kot je to prikazano na sliki 2.7 (desno).

Tako lahko povzamemo, da je potreben pogoj za obstoj ekstrema funkcije
v dani tocki, da je odvod, ¢e obstaja, v tej tocki enak ni¢. Za ekstreme pa
moramo preveriti tudi tocke, kjer odvodi ne obstajajo.

Za dolocanje ekstremov funkcije f(z) tako najprej izra¢unamo nicle odvoda
funkcije, torej poiséemo taksne tocke g, x1,x2, ..., Ty, da velja f'(z;) = 0
za 1= 0,1,2,...n. Potem pa za vsakega kandidata za ekstrem preverimo,
za kakSen ekstrem.
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Slika 2.7: Potreben pogoj za obstoj lokalnega ekstrema: tangenta v tocki
lokalnega ekstrema je vzporedna z abscisno osjo (levo) ali pa ne obstaja

(desno).

Dolo¢anje vrste ekstrema lahko izvedemo z dvema metodama.

Prva metoda je s primerjavo predznakov odvoda v okolici ekstremne tocke. V
ta namen si izberemo taksni vrednosti x_ in x4 v okolici toc¢ke kandidata za
ekstrem, npr. v okolici tocke xg, in sicer tako da velja z_ < zg < 4. Nato
pogledamo vrednosti odvodov f'(z_) in f'(z4) v tockah z_ in z;. Tam,
kjer je vrednost odvoda pozitivna, funkcija monotono narasca, tam, kjer je
vrednost odvoda negativna, pa funkcija pada.

251

0

05r

0.0

251

05-

0.0

X Xy X,

Slika 2.8: Primerjava predznaka odvoda v okolici tocke zo, ki je kandi-
dat za lokalni ekstrem. Ce se predznaka razlikujeta, je v tocki xo lokalni

ekstrem.

Kot lahko vidimo iz slik 2.8 in 2.9 imamo ve¢ moZnosti:

m Ce velja f/(z_) > 0 in f/(z4) < 0, potem na levi strani kandidata
za ekstremno tocko xg funkcija monotono naraSca, na desni strani pa
pada. Iz tega sledi, da je v tocki zg lokalni maksimum, kar je prikazano

na sliki 2.8 (levo).

m Ravno obratno je v primeru lokalnega minimuma. Ce velja f/(x_) <0
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20r

Slika 2.9: Primerjava predznaka odvoda v okolici tocke o, ki je kandidat

za lokalni ekstrem. Ce se predznaka ne razlikujeta, v tocki z¢ ni lokalni
ekstrem, ampak prevoj funkcije.

in f/(z4) > 0, potem na levi strani kandidata za ekstremno tocko
funkcija monotono pada, na desni strani pa narasca. Iz tega sledi, da
je v tocki xp lokalni minimum, kar je prikazano na sliki 2.8 (desno).

m Zgodi se lahko tudi, da velja f(x_) > 0in f'(z4+) > Oalipa f'(z_) <0
in f/(z4) < 0. V prvem primeru funkcija narasca tako na levi kot tudi
na desni strani tocke zq, kar pomeni, da je v tej tocki prevoj funkcije in
ne lokalni ekstrem. To je prikazano na sliki 2.9 (levo). Podobno lahko
zaklju¢imo tudi v drugem primeru, ko funkcija na obeh straneh tocke
xo pada, kar pomeni, da nimamo ekstrema v tej tocki, ampak prevoj
funkcije, kar je prikazano na sliki 2.9 (desno).

Druga moznost dolocitve vrste lokalnega ekstrema je z uporabo drugega od-
voda funkcije. To metodo lahko izpeljemo s pomodcjo prve metode.

Ugotovili smo, da je v tocki xg lokalni minimum, ¢e velja, da je odvod na levi
strani te tocke pozitiven, na desni strani pa negativen. Ce bi naredili graf
odvoda funkcije v okolici toc¢ke xg, bi bil na levi strani te toc¢ke pozitiven, v
tocki xp enak 0 in na desni strani negativen. To pa pomeni, da je odvod v
okolici te toCke padajoca funkcija, ali da je odvod od tega odvoda negativen
(padajoce funkcije imajo negativen odvod). Z drugimi besedami drugi odvod
v tocki xg je torej negativen. Tako lahko zakljuc¢imo, da je v tock: xg lokalni
maksimum, ce je drugi odvod v tej tocki negativen, f"(xg) < 0.

Podobno velja tudi za lokalni minimum. Ker za lokalni minimum v tocki xg
velja, da je odvod na levi strani te tocke negativen in na desni strani poziti-
ven, lahko ugotovimo, da je funkcija odvoda v okolici tocke xg narasc¢ajoca,
torej je odvod od odvoda pozitiven. To pa pomeni, da je v tocki xg lokalni
minimum, ¢e velja, da je f"(xo) > 0.
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Prvo metodo za dolo¢anje vrste ekstremov se uporablja v primeru, ko je iz-
racun odvodov funkcije tezak, sicer pa se uporablja drugo moznost dolocitve
ekstremov s pomocjo dodatnega odvajanja funkcije.

Primer 9

Dolo¢i ekstreme funkcije f(z) = 23 — 22.

Najprej izra¢unamo prvi odvod in pois¢emo kandidate za ekstreme:

fllx) = 32°—2
322 -2 = 0
z(Bzx—-2) = 0
— I1 = 0, To = g
3

Dolo¢imo tip ekstrema s preverjanjem predznaka odvoda v okolici kan-
didatov za ekstrem:

Kandidat x; = 0:
Izberemo tocki-0.1, in 0.1, ter izra¢unamo f'(—0.1) > 0in f/(0.1) <
0, iz Cesar sledi, da ima v tocki (0,0) funkcija f(z) lokalni ma-
ksimum.

Kandidat x5 = %:
Izberemo tocki 0.5, in 0.7, ter izra¢unamo f/(0.5) < 0in f/(0.7) >
0, iz Cesar sledi, da ima v tocki (2, —5) funkcija f(z) lokalni

3 )
minimum.
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Tip ekstrema lahko dolo¢imo tudi z drugim odvodom:
f(x) =62 —2

Ker velja f”(0) = —2 < 0, sledi, da je v to¢ki z1 = 0 lokalni maksimum
funkcije.
Ker velja f”(%) =2 > 0, sledi, da je v tocki x9 = % lokalni minimum
funkcije.

Primer 10

Doloéi ekstreme funkcije f(z) = 23 + 2.

Najprej izracunamo prvi odvod in pois¢emo kandidate za ekstreme:

fl(x) = 32° 48272
48
2 _
3
x
= T12=2,234=—2

Dolo¢imo tip ekstrema s preverjanjem predznaka odvoda v okolici kan-
didatov za ekstrem:

Kandidat x; 2 = 2:
Izberemo tocki 1, in 3, ter izra¢unamo f'(1) = —45 < 0in f/(3) =
% > 0, iz Cesar sledi, da ima v tocki (2, 32) funkcija f(z) lokalni
minimum.

Kandidat x34 = —2:
Izberemo tocki -3, in -1, ter izra¢unamo f'(—3) = > 0 in
f/(=1) = —45 < 0, iz Cesar sledi, da ima v tocki (—2, —32) funk-
cija f(z) lokalni maksimum.

65
3
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Primer 11

Zelimo priti iz tocke A v to¢ko C v ¢im krajSem ¢asu. Hitrost hoje na
tezkem terenu je 3 km/h, na ravnem pa 5 km/h. Razdalja od tocke A
do najblizje tocke ravnega terena, tocke B, je 5 km. Razdalja od tocke
B do tocke C pa je 10 km. Shemati¢no je to prikazano na spodnji sliki:

P raven teren
B o, @C
tezek teren razdalja AB = 5km

razdalja BC = 10 km

A

Kako nacrtovati pot, da bomo ¢imprej prisli iz tocke A v toc¢ko C?

Imamo ve¢ moznosti resitev: Lahko gremo od tocke A do toc¢ke B po
najkrajsi poti po tezkem terenu in potem od tocke B do tocke C po
ravnem terenu. Lahko gremo direktno iz tocke A v toc¢ko C, vendar
bomo vedno hodili po tezkem terenu. Lahko pa se odlo¢imo, da bomo
hodili po tezkem terenu do neke vmesne tocke na razdalji BC, recimo ji
tocka P, in potem bomo nadaljevali od to¢ke P do tocke C po ravnem
terenu.

Izberemo si tretjo moznost in optimiziramo ¢as hoje.
Oznac¢imo s spremenljivko x razdaljo od tocke B do P. Potem lahko
dolo¢imo naslednje:

| AP PC
pot, s =| Vaz+25 10—z
hitrost, v = | 3 5
P — s _ V2425 10—
cas, t = ¥ =| 3 =

Pri ¢emer smo pot od A do P izra¢unali po Pitagorovem izreku iz triko-
tnika A 4pp, kjer velja AB° +ﬁ2 — AP ali 5 +2% = AP’ Razdalja
PC pa je enaka BC — BP ali 10 — z.

Tako lahko ugotovimo, da je skupni ¢as poti od A do C enak ¢asu poti

69



2.3. Odvod funkcije ve¢ spremenljivk 70

od A do P in ¢asu poti od P do C:

VZ+25 10—z
t(z) = 3 + T

Ce hotemo poiskati najkrajsi ¢as poti, potem iS¢emo minimum zgornje
funkcije. Da pois¢emo ekstreme funkcije, moramo funkcijo odvajati in
poiskati ni¢le odvoda, torej:

Py = —2t 1
3vV25 4+ 22 5

Sz = 3v25+4 a?

2522 = 9(25+2?)
1602 —225 = 0
15 1
— T = Z == 375, To = —Z =-3.75
Negativna reSitev xo = —3.75 ne ustreza, ker pomeni, da bi postavili

tocko P na levo stran tocke B, kar bi ¢as kvecjemu povecalo.

Torej ostane resitev 21 = 3.75, kar pomeni, da moramo iz tocke A priti
na raven teren v tocki P, ki je 3.75 km oddaljena od tocke B.

Da se prepri¢amo, da je x1 res minimum funkcije ¢(x) izra¢unamo t'(x)
v okolici toc¢ke z1, npr. za vrednosti z_ = 3 in x4 = 4, kjer lahko ugo-
tovimo, da je t/(3) < 0 in ¢/(4) > 0, kar ustreza pogojem za minimum.

2.3 0Odvod funkcije ve¢ spremenljivk

Ce imamo funkcijo ve¢ spremenljivk f(z1,29,...,2i,...,x,), potem lahko
tudi izrac¢unamo odvod funkcije v eni spremenljivki, npr. v spremenljivki
xz;, s tem, da vse ostale spremenljivke obravnavamo kot konstante. V tem
primeru odvod zapiSemo in izrac¢unamo po naslednjem pravilu:

of . flz,zoy s+ hyoooyzp) — f(o1, 20,00y Ty e ooy X))
= lim .
8.%1‘ h—0 h

Takemu odvodu pravimo parcialni odvod funkcije f po spremenljivki z; in
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jih ra¢unamo po enakih pravilih kot odvode ene spremenljivke, pri ¢emer
ostale spremenljivke obravnavamo kot konstante.

Funkcija n spremenljivk ima n parcialnih odvodov prvega reda:

of of  of

Ox1’ Oxy’ " Oy

Primer 12

2’ (y=2)

Izracunaj parcialne odvode funkcije f(z,y, z) = =2

m Parcialni odvod po x:

of _ 3a*(y —2)
oxr z
m Parcialni odvod po y:
of _a*
oy =z

m Parcialni odvod po z:

af 2y —-2)
0z 22

2.3.1 Prileganje funkcij k podatkom

Kot poseben primer uporabe parcialnih odvodov, si bomo ogledali, kako
lahko dolo¢imo parametre funkcij, ki jih Zelimo ¢imbolj natan¢no prilegati k
danim podatkom. Na ta nacin lahko podatke modeliramo z znanimi matema-
ti¢nimi funkcijami, na podlagi katerih lahko potem analiziramo zakonitosti v
podatkih ali pa jih uporabimo za napovedovanje novih vrednosti iz podatkov.

Obravnavali bomo primer prileganja premice k podatkom.

Poglejmo primer meritev porabe energije pri hoji ¢loveka razli¢ne mase in
ob razli¢nih hitrostih hoje, ki so zbrane v tabeli na sliki 2.10.

Meritve porabe energije v tabeli so pridobljene za ljudi telesne mase od 40
do 90 kg, kjer je izmerjena poraba energija za hojo pri hitrostih od 3 do
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Hitrost Telesna masa

(km/h)  Kg 40 50 60 70 80 90
3 1.6 2.1 25 3.0 35 3.9
4 2.3 2.8 3.3 3.7 4.2 47
5 3.0 35 4.0 45 4.9 5.4
6 3.8 4.2 4.7 5.2 5.7 6.1
7 45 4.9 5.4 5.4 6.4 6.8

Slika 2.10: Primer meritev porabe energije v kcal/min pri hoji ¢loveka
razli¢ne mase in ob razli¢nih hitrostih hoje.

7 km /h. Ce si ogledamo porabo pri hoji ¢loveka tezkega 70 kg pri razli¢nih
hitrostih hoje, lahko nariSemo graf, ki je prikazan na sliki 2.11.

Iz grafa lahko opazimo, da se z ve¢anjem hitrosti hoje, poveca tudi poraba
energije. Podobno lahko ugotovimo tudi za ostale meritve ob razli¢nih tezah
ljudi.

= N W b~ 01O

3 4 5 6 7 8

N

Slika 2.11: Izris grafa porabe energije pri hoji ¢loveka tezkega 70 kg ob
razli¢nih hitrostih hoje iz tabele 2.10.

Tako podan graf nam sicer nekaj pove o odvisnosti hitrosti hoje ¢loveka in
porabi energije, vendar ker so meritve izvedene samo za celostevilske vredno-
sti hitrosti hoje, tako npr. ne moremo iz grafa ali pa tabele razbrati, kolika
bi bila poraba energije pri hitrosti recimo 4.5 km/h, ali pa kak3na je poraba
energije pri ¢loveku z maso 74 kg. Da bi lahko to ugotovili, je potrebno
te podatke na nek nacin opisati z ustrezno matemati¢no funkcijo, s katero
bi lahko izra¢unali porabo energije pri poljubnih vrednostih hitrosti ali pa
masi C¢loveka. Zato je potrebno podatke modelirati s funkcijo, ki bi najbo-
lje ustrezala danim podatkom. Ce si za funkcijo izberemo npr. premico,
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f(z) = ax + b, potem moramo parametra premice a in b dolo¢iti tako, da
se bo premica kar najbolje prilegala danim podatkom, kot je to prikazano
na sliki 2.12. V tem primeru pravimo, da premico prilegamo k podatkom.
Seveda pa lahko prilegamo katerokoli matemati¢no funkcijo. Mi se bomo v
nadaljevanju omejili na prileganje premice k podatkom.

6
5
4
3:
2

1

R S A

Slika 2.12: Prileganje funkcije premice k podatkom porabe energije pri
hoji ¢loveka tezkega 70 kg ob razli¢nih hitrostih hoje.

V primeru prileganja funkcije premice f(x) = ax + b k podatkom se vpra-
Samo, kako dolo¢iti parametra a in b, da bo prileganje "najboljse". "Naj-
boljse"v tem primeru pomeni, da bo napaka med dejanskimi vrednostmi
meritev in napovedanimi vrednostmi, ki jih dolofimo s funkcijo premice,
najmanjsa.

L E I S A

Slika 2.13: Napake, ki jih naredimo, ¢e podatke (x;,y;) modeliramo s
premico f(x) = ax + b, kjer y; izra¢unamo iz premice g; = f(x;).
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Zapi8&imo to Se matemati¢no. Denimo, da imamo podane podatke v obliki
(x1,91),---,(zN,yn). V naSem primeru z; predstavljajo hitrosti, torej x1 =
3,9 = 4,3 = 5,24 = 6,25 = 7, y; pa izmerjeno porabo energije, torej
y1 = 3.0,y2 = 3.7,y3 = 4.5,y4 = 5.2, y5 = 5.4, v primeru osebe tezke 70 kg.
Tem podatkom bomo prilegali premico f(z) = ax+b. Tako lahko izra¢unamo
Ui = f(x;) = az; + b pri vsaki meritvi z;. Zveza med dejanskimi meritvami
y; in tako izraCunanimi vrednostmi y; je prikazana na sliki 2.13. Vrednosti
Ui lezijo na premici f(x) in se lahko razlikujejo od dejanskih vrednosti y;.
Napako, ki jo tako naredimo s premico, lahko oznacimo z ¢; = y; — ;.
Kvadrate posamlcmh napak sestejemo, da dobimo skupno napako prileganja,
torej ZZ 1€ Z Zelimo si, da bi bila skupna napaka ¢im manjsa, torej iS¢emo
minimum skupne napake. Tako lahko zapisemo:

mane —mlnz yz _mlnz )2

To pomeni, da i§¢emo takSna parametra a in b, da bo zgornji izraz najmanjsi.
Ker pa vemo, da je pogoj za obstoj ekstrema, da je odvod enak ni¢, lahko
iS¢emo taksna a in b, da bo:

o N

50 D (Wi—azi—0)® = 0
=1
N

%Z(yi—aﬂh—b) =0

Tako dobimo sistem dveh ena¢b z dvema neznankama, ki jih lahko resimo
analiti¢no. Najprej poglejmo enac¢bo pri parcialnem odvodu s spremenljivko
b in izrazimo b:
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PR

E— o — ;  —_— 2 pu—

% ;(yz az; —b) 0
N
Z2(yi—aazi—b)(—1) =0
i=1

N N N
Zyi—Zam—Zb =0
=1 =1 =1

N N
Nb = Zyi—ain
i=1 i=1
1 & 1 &
b = NZyi—aNZ:m
i=1 =1

To pomeni, da za optimalen parameter b velja:

1 Y 1 Y
b:N;yi—aN;xi

Ce zapiSemo, da je T = % ZZ]\LI x; povprecje x;, Y = % Zf\il Y; pa povprecje

Y;, potem je:

Podobno izra¢unamo Se optimalen parameter a iz prve enacbe parcialnega
odvoda pri parametru a, kjer na mestu parametra b vstavimo zgornjo zvezo
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za b:
N

88 Z —ax; — b

a

N
> 2y —b)(—
i=1

N N N

76

Optimalen parameter a tako izracunamo kot:

N
Zi:1 LiYyi —

NZ¢ 1%21 124

a =

N
Zzl

sz 195121 1%i

Zaradi bolj pregledne oblike, lahko tudi zapisemo:

N N N N
SXY:Z.TZ‘yZ‘, SX:ZIL’Z', SY:Z%, SXX:szza
i=1 i=1 i=1 i=1

kar pomeni, da je

SXY
a0 =

2\

-SX-SY

SXX —

2\

-SX - SX

Poglejmo si izra¢un optimalnih parametrov premice v naem primeru podat-
kov porabe energije pri hoji osebe tezke 70 kg. Ugotovili smo Ze, da smo
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pridobili naslednje meritve:

(3,3.0), (4,3.7), (5,4.5), (6,5.2), (7,5.4).

Tako lahko izra¢unamo parametre premice f(x) = ax + b, kot

SXY = 3-3.0+4-37+4+5-45+6-52+7-5.4=115.3
SX 34+4+5+6+7=25
30+3.7+45+52+54=218

SXX = 32442452 4+62+72=135

n
=
Il

SXY - L.5X .Sy

© T SXX - L SX.sx
1153 —1-25-21.8 6.3
a = = —
135 — £ -25-25 10
a = 0.63
1 1
T = - SX=_25=5
TN 5
1
7 = —-SY=-218=436
Y= N
b = y—ax
= 4.36—0.63-5
= 121

Premica, ki se najbolj prilega danim podatkom, ima tako obliko:
f(z) =0.63z + 1.21.

Prikazana je na sliki 2.12.

Ko imamo enkrat dolo¢eno premico, lahko izra¢unamo tudi porabo energije
za tocke, ki jih nismo izmerili, npr. pri hoji s hitrostjo 3.5 km/h, pri ¢emer
je poraba enaka f(3.5) = 0.63 3.5+ 1.21 = 3.325 ali pa pri 6.4 km/h, kjer
znasa poraba f(5.4) = 0.63 - 6.4 + 1.21 = 4.522 ipd.
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Primer 13

Izrac¢unajmo Se parametre premice, ki se prilega podatkom v tabeli 2.10
pri konstantni hitrosti hoje 5 km/h, vendar pri osebah razli¢ne mase.

Podatke lahko preberemo v tabeli 2.10:

teza| 40 50 60 70 80 90
poraba energ. | 3.0 3.5 4.0 45 49 54

In izra¢unamo parametre premice f(x) = ax + b kot

SXY = 40-3.0+50-35+60-4.0+70-4.5+80-4.9+90 5.4 =
1728

40 + 50 + 60 + 70 + 80 + 90 = 390
30+354+40+45+49+54=253

SXX = 40%+50%+ 602 + 70% + 80% 4+ 90% = 27100

n ©»
<
[

SXY — % -SX-85Y
SXX — % -5X-5X
1728 — 1 -390 - 25.3

27100 — % - 390 - 390
a = 0.0477143

1 1
T N S 6390 65
1
y = —-SY =-25.3=4.21667
7 ~ S 5.3 66
= y—axr
= 4.21667 — 0.0477143 - 65
= 1.11524

Premica, ki se najbolj prilega danim podatkom, ima tako obliko:
f(x) =0.0477143z + 1.11524

in je prikazana na spodnji sliki:
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P N W b 0 o
T T T T T T

Q4050 60 70 80 90 100

Tako lahko izra¢unamo npr. tudi, kolikSna je poraba energije ob hoji s
hitrostjo 5 km/h osebe tezke 75 kg:

f(75) =0.0477143 - 75 + 1.11524 = 4.69.

Prikazali smo nacin prileganja premice k podatkom z minimizacijo vsote kva-
dratov napak. Na tak nac¢in se izra¢una parametre modelov tudi pri linearni
regresijski analizi podatkov. V naSem primeru smo dolocali parametre pre-
mice, vendar je v primeru druga¢nih funkcij, lahko tudi ve¢dimenzionalnih
funkcij, postopek dolo¢anja parametrov enak. Vedno poskuSamo poiskati
minimum skupne napake predlaganega modela in dejanskih vrednosti z od-
vajanjem po posameznih parametrih funkcije. V nasem primeru smo resitve
za parametre premice izpeljali analiti¢no, vendar se v vseh primerih to ne
da, zato si pomagamo z numeri¢nimi priblizki odvodov, ki smo jih spoznali
v poglavju 2.1.3.



3. Integralni rac¢un

3.1 Nedoloceni integrali

V diferencialnem ra¢unu imamo dano neko funkcijo f(x) in i¢emo njen
odvod, torej f’(z). V integralnem ra¢unu postavimo obratno vpraSanje:
katero funkcijo moramo odvajati, da dobimo funkcijo f(z)? Operacijo, s
katero izracunamo taksno funkcijo, imenujemo integral.

Matemati¢no to zapiSemo na naslednji na¢in. Naj bo f(z) neka funkcija,
potem lahko definiramo taksno funkcijo F(x), katere odvod je enak f(x),
torej

F(z) = f().

Funkcijo F(z) imenujemo primitivna funkcija. ReSitev zgornje enacbe je vec,
med seboj pa se razlikujejo za konstantno vrednost, saj velja (F(z) + C)" =
F'(X) = f(z), kjer je C konstanta (realno stevilo).

Nedolo¢eni integral funkcije f(z) je tako izraz:
Fz)+C = /f(x)d:p
Funkcijo f(x) imenujemo integrand, x je integracijska spremenljivka, C' pa

integracijska konstanta.

3.1.1 Nedoloceni integrali elementarnih matemati¢nih
funkcij

Nedolocene integrale nekaterih matemati¢nih funkcij lahko izrac¢unamo ne-
posredno iz odvodov znanih funkcij. V nadaljevanju podajamo nekaj resitev
taksnih integralov brez integracijske konstante C.

80
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Potencne funkcije:

" xn+1
"dy = —— 1
[arae =2 ),

: d z"t _ ntl n+l-1 _ ..
ker je odvod 77—+ = 55 =z

/x_ldx:/dac = In|z|,
x

ker je odvod % Inx = %

Eksponentne funkcije:

u
/exdm =e",

: d r _ T
ker je odvod J-e® = e”.

m X
a
a*dr = —,
Ina
: d a* _ derlna  erlnalng  2lna _ oz
kerjeodvod 1y = %" me =" e =€ =0

Trigonometri¢ne funkcije:

/sin(m)daj = —cos(x),
ker je odvod %(— cos(z)) = sin(x).
/cos(x)dx = sin(x),
ker je odvod - (sin(z)) = cos(x).

/tan(az)dz = —1In|cos(x)|,

: d _ 1 : __ sinx __
ker je odvod - (—Incosw) = ——— - (—sinz) = 327 = tanw.



3.1. Nedoloceni integrali

Primer 1

1. Izracunaj integral [ \/zdz.

/\/de:/x%dxz

2. Izracunaj integral [

8
w\oo‘ oo

2
+C=§%ﬁ+c

dr__ pri Gemer si pomagaj z odvodom funk-

- cos2(z)’
cije tanx.
Izra¢unajmo odvod:
d sinx cos z cos ¢ — sin z(— sin x)
—tanx = — = 3
dx dx coszx cos?
cos® z + sin® x 1
cos?x cos?zx’

Torej je
d
/ - tan(x) + C.

cos?(x)

3.1.2 Pravila integriranja

Konstantni faktor v integrandu

/af(a:)dx:a/f(x)dx

Integriranje vsote in razlike

/q@yumg—M@mm:/j@mx+/g@mx_/h@mx
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Primer 2
Izratunaj integral [(z + 3)%(z — 1)dx.

/(m +3)%(z — 1)dz = /(:c2 +6x +9)(z — 1)dr =

4 iL'S 2

- /(m3+5z2+3x—9)d$:az+53+3x2—9x+C’

Pravilo substitucije

Ce naredimo zamenjavo z = u(t), potem velja:
[ t@de = [ sty o

Primer 3

1. Izracunaj integral [ cos(3z — 2)dz.

Naredimo substitucijo u = 3z — 2 in izra¢unamo odvod du = 3dx
ter izrazimo del integranda dz = %du. Potem izra¢unamo:

1

/cos(Sx —2)dx = /cos(u);du =3 sin(u) + C =

= %sin(f}w -2)+C

Primer 4

1. Izrac¢unaj integral flJdex
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Naredimo substitucijo u = 1+ 22 in izra¢unamo odvod du = 2zdx
ter izrazimo del integranda xdx = %du. Potem izrac¢unamo:

T 11 1

2. Izradunaj integral [ sin?(z)cos(x)dz.

Naredimo substitucijo v = sin(z) in izratunamo odvod du =
cos(z)dx ter izrazimo del integranda cos(z)dz = du. Potem izra-
cunamo:

3. Izratunaj integral [z sin(z?)dz.

Naredimo substitucijo v = 22 in izra¢unamo odvod du = 2zdx

ter izrazimo del integranda xdx = %du. Potem izracunamo:

/ psin(a?)dz = / sin(u)%du _ %(— cos(u)) + C =

1
= 3 cos(z?) 4 C

Primer 5

Izratunaj integral [ 22\/z + 1dz.

Naredimo substitucijo ©« = x 4+ 1 in izrac¢unamo odvod du = dz ter
izrazimo del integranda x = v — 1. Potem izracunamo:
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/x%/ﬁdx = /(u — 1%V udu = /(u2 — 2u + 1)u!/?

2 2 2
= /(u5/2 — 2032 Ul ?)du = Zuz —25us + Sz +C
7 ) 3
1 2 1
= 2u% (7u2—5u+3> +C

Primer 6
Ce je F(z) = [ f(z)dx, pokazi, da velja

/f(Mer)dﬂf:iF(aerb), a#0.

Izracunajmo integral | f(az + b)dz tako, da naredimo substitucijo u =
ax + b in izrac¢unamo odvod du = adz:

/f(aac +b)da — /f(u)(lldu _ i/f(u)du - %F(u) _ %F(aﬂc +b)

Integriranje po delih

/ w(z) (z)de = u(z)v(z) — / o (z)v(z)da

Krajse lahko zapisemo [ udv = uv— [ vdu. Integriranje po delih uporabimo,
ko ho¢emo integriranje tezjega izraza udv nadomestiti z integriranjem lazjega
izraza vdu.
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Primer 7

Izracunaj integral [ ze*dz.

Izberemo u = x in dv = e*dz.
Nato izrac¢unamo odvod du = dz in integral v = [dv = [ e®dx = €*.
Potem izrac¢unamo:

/azezdx:/udvzuv/vdu:$ex/ezdx:

=ze' —e"+C=€e"(x—-1)+C

Primer 8

1. Izratunaj integral [ zlnzdz.

Izberemo v = Inx in dv = xdx.

Nato izra¢unamo odvod du = % in integral v = [dv = [ zdz =
1,2

a2

2

Potem izracunamo:

/a:lna:dx:/udv:uv—/vdu:

1, 1 1, 122
2:5 nx 2/xd:n 2:L' nx 375 +C

1
= 1x2(21n93 -1)+C

2. Izracunaj integral [z sinzdzx.

Izberemo u = z in dv = sin(z)dz.
Nato izracunamo odvod du = dx in integral

v=[dv= [sin(z)dr = — cos(z).

Potem izra¢unamo:

86
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udv:uv—/vdu:

/a: sin xdx =

/
= —xzcos(z) — /(— cos(x))dx = —x cos(z) + sin(z) + C

3.2 Doloceni integrali

Dolo¢eni integral funkcije f(x) na intervalu (a, b) je enak plog¢ini dela ravnine
A, ki ga omejujejo krivulje y = f(z), abscisna os x ter premici x = a in z = b:

b
pa= [ f@)ds = Fla)ls = F(b) - Fla)
kjer je F(z) enak nedolo¢enemu integralu funkcije f(z), F(z) = [ f(x)dx.

Vrednost a predstavlja spodnjo mejo doloCenega integrala, vrednost b pa
zgornjo mejo. Shemati¢no je to prikazano na sliki 3.1.

y].S-

05| A

a
flx)>0 a<d

Slika 3.1: Plos¢ina podro¢ja A med abscisno osjo in krivuljo funkcije f(z)
na intervalu (a, b) se izrac¢una kot pla = f: f(z)dz.

Geometri¢na interpretacija dolocenega integrala in pravilo pred-
znaka

Vrednost dolo¢enega integrala funkcije f(z) na intervalu (a,b) je dolo¢ena s
predznakom funkcije na tem intervalu:
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» Ce je f(z) > 0 na intervalu (a,b), potem je f: f(z)dx > 0.

» Ce je f(z) < 0 na intervalu (a,b), potem je f: f(z)dx < 0.

To je shemati¢no prikazano na sliki 3.2.

Yol f(z) <0 a<b
0 a . b T
+ -
Ugl/ 10 12) a: “10F
f(@)>0 a<b it

Slika 3.2: Vrednost dolo¢enega integrala v primerih pozitivne (levo) in
negativne funkcije (desno).

V splosnem velja, da je vrednost dolo¢enega integrala funkcije ne nekem
intervalu vsota pozitivnih in negativnih ploséin, ki jih krivulja funkcije doloca
na tem intervalu. Tako lahko zapiSemo, da je vrednost doloCenega integrala
funkcije f(z) na intervalu (a,b), ki je prikazana na sliki 3.3, enaka:

b
/ f(x)dm = (Al + Az + A5) — (A2 + A4)

e N N

a W W' b

Slika 3.3: Vrednost dolocenega integrala v primerih pozitivnih in nega-
tivnih delov funkcije.
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3.2.1 Osnovne lastnosti dolocenih integralov
Aditivnost doloc¢enega integrala
Za dolocene integrale velja lastnost aditivnosti, ki jo zapiSemo kot

/abf(x)dx - /atf(:v)dx—i—/tbf(x)dx

za a <t <b. To je shemati¢no prikazano na sliki 3.4.

60

Slika 3.4: Lastnost aditivnosti dolo¢enega integrala. Skupna plos¢ina je
vsota leve in desne plosc¢ine.

Neodvisnost od imena integracijske spremenljivke

Ne glede na zamenjavo spremenljivke v integrandu dolo¢enega integrala vre-
dnost integrala ostaja enaka:

/ab f(z)dz = /ab f(u)du = /ab f(v)dv.

Zamenjava integralskih mej

Ce v doloCenem integralu zamenjamo vrednosti mej, se spremeni predznak

dolocenega integrala:
b a
/ f(z)dz = —/ f(z)dx.
a b
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Zveza med dolo¢enim integralom in odvodom

Ce je funkcija f(z) zvezna funkcija na intervalu (a,b), potem je fi f(z)dx
za a < t < b funkcija spremenljivke t in velja:

d t
a4 / f(a)dz = (1),

To lahko pokaiemo na naslednji na¢in. Ker velja f; f(x)dx = F(t)—F(a), pri
¢emer je F(t) = [ f(t)dt, potem je % fj f(x)dx = % (F(t) — F(a)) = F'(t).
To pa je ravno F'(t) = f(t), saj je F(t) primitivna funkcija funkcije f(t).

Doloceni integral sode in lihe funkcije

Doloéeni integral sode funkcije na simetri¢nem intervalu je enak dvojni vre-
dnosti dolo¢enega integrala na polovi¢nem intervalu. To lahko zapiSemo na

_af d:v_2/f

za a > 0, pri Cemer velja, da je funkcija f(z) soda. To je shemati¢no prika-
zano na sliki 3.5.

naslednji nacin:

1.5¢

-0.5"

Slika 3.5: Doloc¢eni integral sode funkcije na simetri¢nem intervalu je enak
dvojni vrednosti doloCenega integrala na poloviénem intervalu.

Doloceni integral lihe funkcije na simetri¢nem intervalu je enak 0:
a
f(2)dz =
—a

za a > 0, pri ¢emer velja, da je funkcija f(x) liha. To je shemati¢no prikazano
na sliki 3.6.
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N LN

|
NN
NEE]
7

0.5
-10

Slika 3.6: Doloceni integral lihe funkcije na simetri¢nem intervalu je enak
0. Vrednosti na polovi¢nih intervalih se ravno odstejeta. Primer funkcije
sinus.

Primer 9

1. Izracunaj dolo¢en integral f_ll z2de.

1 3
/ 22de =
1 3

Ker je funkcija f(x) = x? soda, lahko izrac¢unamo integral tudi

na naslednji nac¢in:
1
1 2
) ( - 0) _2
0 3 3 3

1 1 LL’3
/ 22dr =2 - / 22dr = 2=

2. Izrac¢unaj doloc¢en integral ffﬂ sin(z)dz, ki je prikazan na sliki 3.6:

1

-1

/_7r sin(z)dr = —cos(z)|”, = —cos(m) — (— cos(—m))

= —cos(m)+cos(—m)=1-1=0

Ker je funkcija f(z) = sin(x) liha, velja:

/ sin(z)dr =0
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Primeri izrac¢unov plos¢ine z dolocenimi integrali

Primer 10

Izra¢unaj ploséino osencenega podrodja:

Plosc¢ino tega podrocja lahko izracunamo po obrazcu za izracun ploscine

trikotnika:
s- Vs 2:2
pl = 5 = — = 2.

Ploscino lahko izrac¢unamo tudi z uporabo dolo¢enega integrala. Naj-
prej dolo¢imo funkcijo iz grafa. To je f(z) = x. Nato dolo¢imo interval
integriranja: spodnja meja je a = 0, zgornja meja pa b = 2. IzraCunamo
doloceni integral:

/abf(:r)dx:/;xdx: :U;

Plos¢ina je tako enaka

2
0

pl = 2.
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Primer 11

Izra¢unaj ploséino osencenega podrocja:

Ploséino tega podrocja lahko izra¢unamo po obrazcu za izra¢un ploscine

trapeza:
3+1
pl = a—+c V= + '

2=4.
2 2

Plos¢ino lahko izracunamo tudi z uporabo dolo¢enega integrala. Naj-
prej dolo¢imo funkcijo iz grafa. To je f(z) = x. Nato dolo¢imo interval
integriranja: spodnja meja je a = 1, zgornja meja pa b = 3. Izratunamo
doloceni integral:

/abf(w)d:c—/lgxdx— 3322

Plosc¢ina je tako enaka

3
1

pl = 4.
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Primer 12

Izra¢unaj ploséino osencenega podrocja:

-1

-0.5f

-1.0"
Plos¢ino lahko izraGunamo z uporabo doloc¢enih integralov.
Najprej napisimo matemati¢no funkcijo iz grafa:

20 4+2, —-1<x<0

2, 0<z<1
flz) =
—rz+3, 1l<x<3
0, drugje
Nato dolo¢imo interval integriranja: spodnja meja je a = —1, zgornja

meja pa b = 3.
Izraéunamo doloceni integral:

/abf(a:)dx:/()1(2a:+2)dx+/012da:+/13(_a;+3)dx:

3
=5

_ (2 0 1 _1‘2
= (z —|—2x)’71+ 2z|y + ( 5 + 3z)
1

Plosc¢ina je tako enaka
pl = 5.

Plos¢ino lahko izracunamo tudi iz plos¢ine trapeza, ki ga opisuje graf
funkcije f(z). V tem primeru je
a-+c

441
g te AL

2=05.
2 2 g

94
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Primer 13

Izracunaj ploséino preseka med krivuljami, ki so predstavljene s funk-
cijama:
file)=-2+2+2 in folz)=2-u

Najprej nariSimo presek grafov obeh funkcij:

3.0¢

A L 1 2\3

Nato dolo¢imo presecisca grafov obeh krivulij:

—? 442 = 2—z
—2242z = 0
x(2—z) = 0

Ni¢le so pri x; = 0 in x9 = 2. Presecii¢a so tako v tockah (0, 2) in (2, 0).

Dolo¢imo ustrezne ploscine:

m plos¢ina p; pod premico fo(z) na intervalu med 0 in 2:

2 2 z
= [ h@is= [@-ad= o) —a-2-0-

0

m plos¢ina py pod parabolo fi(x) na intervalu med 0 in 2:

3 2 2

po = /02 fi(z)dz = /02(—x2+w+2)dx = (—£ + 24 27)

3 2 .
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Plosé¢ina je tako enaka

pl=pr—p1=——-2=7.

Primer 14

Izracunaj ploséino preseka med krivuljami, ki so predstavljene s funk-
cijama:
file) =sin(Ga) i fola) =2-a.

Najprej narisimo presek grafov obeh funkcij:

2.0
1.5¢
1.0

0.5-

0.0 0.5 1.0 1.5 2.0

Nato dolo¢imo preseciséa grafov obeh krivulij. Ce izberemo z; = 1,
dobimo fi(z1) = sin(§) = 1 in fa(z1) = 2 —1 = 1. Torej je prese-
¢isce v tocki (1,1). Podobno lahko ugotovimo za zo = 2. Ker velja
fi(xz2) =sin(m) =0 =2 —2 = fa(x2), je v tocki (2,0) presecisce.

Dolo¢imo ustrezne ploscine:

m ploi¢ina p; pod premico fo(x) na intervalu med 1 in 2:

2 ) L p
P1 :/o fo(z)dx = /0 (2—2)dx = (22 — ?) _ 4_2_(2_%) _

1
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m ploS¢ina py pod krivuljo sinusa fi(x) na intervalu med 1 in 2:

2 2 1 2
p2 = /1 fi(x)dx :/1 sin(%x)d:p = (—7r—/2 cos(gx)) 1
2 2 2
= —(cosm — cos(z)) =——(-1)=—-
us 2 us m
Plosc¢ina je tako enaka
o2 1 _4-=
pt=p2—p1 = 9" o

3.2.2 Numeric¢no racunanje dolocenih integralov

Ker vrednost dolocenega integrala f; f(x)dx predstavlja plos¢ino lika, ki je
dolo¢en med grafom funkcije f(x) in abscisno osjo na intervalu (a, b), lahko
izra¢unamo doloceni integral tudi numeri¢no s pomocjo razdelitve lika na
manjse dele, kjer izracunamo plos¢ine in jih nato sestejemo v skupno ploséino
lika. Tako izra¢unana plos¢ina lika seveda predstavlja priblizno vrednost
dolo¢enega integrala, vendar pa se lahko s povedevanjem Stevila manjsih
delov poljubno natan¢éno pribliZamo dejanski reSitvi dolo¢enega integrala.
Na ta nac¢in seveda ni potrebno analiti¢no racunati integrale.

Spoznali bomo tri nac¢ine numeri¢nega izra¢una doloc¢enih integralov: pravo-
kotno pravilo, trapezno pravilo in Simpsonovo pravilo.

Pravokotno pravilo

Pri numeri¢nem izra¢unu integrala ff f(x)dx s pravokotnim pravilom raz-
delimo interval integriranja (a,b) na n enako velikih podintervalov dolzine
A= ZFT“. Tocke razdelitve oznac¢imo z a = xg, T1,T2,...,Tn_1,Tn, = b, pri
Cemer velja xx11 — 2, = A za vse k. Na vsakem taksnem podintervalu lahko
definiramo pravokotnik, ki ima eno stranico dolgo A, drugo stranico pa do-
lo¢imo tako, da je viSina pravokotnika enaka vrednosti funkcije na sredini
tega podintervala. Sredino podintervala (x, zx1) izratunamo kot W#,
kar pomeni, da je druga stranica pravokotnika enaka vrednosti funkcije v
tej tocki, f (%) To je prikazano na sliki 3.7 desno. Plos¢ina tako

dolo¢enega pravokotnika je enaka A - f (Lg’““)

Da izra¢unamo celotno ploi¢ino na intervalu (a,b), seStejemo vse plos¢ine
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T+ Trt1
yailh / \g f ( 2 )
N
. - )
Y
P \\ N
-05 0.0 0.5 10 L5 -05 0.0 O.SA Tp + Th41 15

2

Slika 3.7: Izracun doloCenega integrala s pravokotnim pravilom. Plo$¢ino
pod krivuljo izra¢unamo kot vsoto plo§¢in pravokotnikov Sirine A in vigine

F((xr + Tr41)/2).

pravokotnikov, ki smo jih dolo¢ili na podintervalih (zy, zk11), kot je to pri-
kazano na sliki 3.7 levo. To lahko formalno zapiSemo kot pravokotno pravilo

za izracun integrala:

n—1 n—1

T+ b—a T+
DA () = = Y () (3.1)
k=0 k=0

Primer 15

.8z . . . L .
Izratunaj [; €3 dz numeriéno s pravokotnim pravilom in resitev primer-
jaj z analiti¢no resitvijo integrala.

Izracunajmo najprej analiticno resitev:

8 x x 8 8
/ e3dr = 3e3 o =3e3 — 3 =40.1757
0

Ce izra¢unamo integral numeri¢no s pravokotnim pravilom z dvema
podintervaloma (n = 2), izgleda to tako, kot je prikazano na sliki:
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n—1
— ) == JF@)+ £(6)] = 4-[e5 +€?) = 37.3472

Razlika med analiti¢no in numeri¢éno resitvijo je

|40.1757 — 37.3472| = 2.8285.

Primer 16

.. 08 o . . e .
Izra¢unaj fo Vxdx numeri¢no s pravokotnim pravilom s Stirimi podin-
tervali.

Ce izracunamo integral numeri¢no s pravokotnim pravilom s 4 podin-
tervali (n = 4), izgleda to tako, kot je prikazano na sliki:
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V tem primeru je pravokotno pravilo za izra¢un integrala enako:

n—1
AR = BR )+ 10+ 6) + 17) =
k=0

z
3

= 2.[e3 e +ei +ed] =39.4413

Razlika med analiti¢no in numeri¢no resitvijo je
|40.1757 — 39.4413| = 0.7344.

Razlika je pri n = 4 manjsa kot pri n = 2, kar je razumljivo, saj
se s poveCevanjem Stevila podintervalov manjSa napaka numeri¢nega
izracuna.

Trapezno pravilo

Pri trapeznem pravilu za izrac¢un dolo¢enega integrala ravno tako razdelimo
interval (a,b) na n enako velikih podintervalov dolzine A = b_Ta Tocke
razdelitve lahko oznac¢imo z a = xg,x1,9,...,Tn_1, T, = b, pri Cemer velja
Ti+1 — Tk = A za vse k. Na vsakem takSnem podintervalu (z, zx41) pa pri
trapeznem pravilu ra¢unamo plos¢ino trapeza z osnovnicama z osnovnicama
f(z) in f(zky1) in visino, ki je enaka Sirini podintervala A. Plos¢ina tako
dolo¢enega trapeza je enaka % - A. Izracun dolo¢enega integrala
z razdelitvijo na podintervale, na katerih se izra¢una ploséine trapezov pod

krivuljo, je prikazan na sliki 3.8.

e dint RN

N ;

-0.5 0.0 0.5 1.0 1.5 -0.5 0.0 .'LkA Th41 1.0 1.5

Slika 3.8: Izracun doloCenega integrala s trapeznim pravilom. Plos¢ino
pod krivuljo izra¢unamo kot vsoto plos¢in trapezov viSine A in z osnovni-

cama f(z1) in f(zes):

Izracun celotne plos¢ine na intervalu (a,b), ki ustreza dolo¢enemu integralu
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fa bf(x)dx, izvedemo s seStevanjem vseh plos¢in trapezov, ki smo jih dolo¢ili
na podintervalih (g, zx11). Skupno vsoto vseh ploséin posameznih trapezov
na podintervalih lahko zapiSemo kot trapezno pravilo za izra¢un integrala:

n—1 n-l
ZA' f(xg) +2f(33k+1) _ %Zf(xk) + f(2ps1) (3.2)
k=0 k=0
n—1
- b;n“ fla)+2) " flax) + f(b)
k=0
Primer 17

.. (8 = . . . R L
[zrac¢unaj fo e3 dx numeri¢no s trapeznim pravilom in resitev primerjaj
z analiti¢no resitvijo integrala.

Analiti¢no reSitev smo Ze izra¢unali v prejSnjem primeru:

8 x x 8 8
/ esdr = 3e3 o =3e3 —3 =40.1757
0

Ce izracunamo integral numeri¢no s trapeznim pravilom z dvema po-
dintervaloma (n = 2), izgleda to tako, kot je prikazano na sliki:

/

2 4 6 8

V tem primeru je trapezno pravilo za izra¢un integrala enako:

n—1
b o) + 23 () + 10 = S0 1) + 25 (4) + 7(8)] =

0 4 8. .
=2-[e3 +2e3 +e3] =45.9585
Razlika med analiti¢no in numeri¢no resitvijo je

|40.1757 — 45.9585| = 5.7828,
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kar je ve¢ kot v primeru s pravokotnim pravilom. To je zaradi tega, ker
s trapeznim pravilom zelo slabo ocenimo predvsem plos¢ino drugega
podintervala zaradi oblike funkcije eg, kot je to lepo vidno na sliki.

Primer 18

. .8 =z . . . . .
Izrac¢unaj fo €3 dr numeri¢no s trapeznim pravilom s 4 podintervali.

Ce izratunamo integral numericno s trapeznim pravilom s 4 podintervali
(n = 4), izgleda to tako, kot je prikazano na sliki:

/

101

2 4 6 8

V tem primeru je trapezno pravilo za izra¢un integrala enako:

n—1
b;ﬂ“ f(a)+2kzof(xk)+f(b)
_ % F(0) +2£(2) +2/(4) +2/(6) + f(8)] =

= 1-[e3 +2e3 +2e3 + 23 + €3] = 41.6528

Razlika med analiti¢no in numeri¢no resitvijo je
|40.1757 — 41.6528| = 1.4771.

Razlika je pri n = 4 manjsa kot pri n = 2, kar je razumljivo, saj se s po-
veCevanjem Stevila podintervalov manjSa napaka numeri¢nega izra¢una,
kljub temu pa je ve¢ja kot v primeru enakega Stevila podintervalov s
pravokotnim pravilom, kar je zopet posledica slabe ocene plos€ine s
trapezom predvsem v zadnjem podintervalu.
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Simpsonovo pravilo

Pri Simpsonovem pravilu ravno tako razdelimo interval (a,b) dolo¢enega
integrala ff f(x)dx na podintervale enake dolzine A = l’fT“. Tocke razdelitve
lahko ozna¢imo z a = zg, x1, 22, ..., Tpn—1,Tn = b, pri Cemer velja zp 1 —x) =
A za vse k. Nato pa aproksimiramo del krivulje na intervalu med x;_; in
Zr+1 s kvadratno funkcijo in nato izra¢unamo plos¢ino pod parabolo. Te
plos¢ine nato seStejemo po celotnem intervalu integriranja. Na ta nacin
lahko izpeljemo Simpsonovo pravilo za aproksimacijo dolocenega integrala

fab f(z)dz kot:

b—a
3n

[f(a) +4f(x1) +2f (z2) + 4f (x3) + 2f (24) + - - +4f (2n-1) + (B)].

Opazimo lahko, da se razen zacCetne in koncne tocke alternirajoce ponavljajo
mnozenja s 4 in z 2 vseh notranjih tock.

S tem pravilom v splo$nem lahko bolj natan¢no aproksimiramo vrednost do-
lo¢enega integrala ob enakem Stevilu ¢lenov kot s trapeznim ali pravokotnim
pravilom.

Primer 19

. .8 =z . . . . o
Izracunaj fo e3dx numeri¢no s Simpsonovim pravilom z dvema in Sti-
rimi podintervali.

V primeru dveh intervalov (n = 2) je Simpsonovo pravilo za izra¢un
integrala enako:

bg_n“ [f(a) + Af(z1) + 2f (22) + -+ Af (20_1) + F(D)]
_ % [F(0) £ AF(4) + f(8)] =
_ g e + 4eF + €3] = 40.7555

V primeru §tirih intervalov (n = 4) je Simpsonovo pravilo za izra¢un
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integrala enako:

"0 [ a) + 4F () + 27 (@) -+ Af o) + )
= S 10+ 472) +27(4) + 47(6) + F(8)) =
_ ; [ef + 4ed 4 265 + def + €3] = 40.2176

Razlika med analiti¢no in numeri¢no resitvijo je [40.1757 — 40.7555| =
0.5798 pri dveh podintervalih in |40.1757 — 40.2176| = 0.0419 pri Stirih
podintervalih.

Tudi tu se razlika s poveCevanjem Stevila podintervalov manjsa. Ce
primerjamo metode na tem primeru funkcije dolocenega integrala funk-
cije e3 lahko ugotovimo, da smo se najbolj priblizali analiti¢ni reSitvi s
Simpsonovim pravilom, malo manj natan¢ni pa smo bili s pravokotnim
pravilom. SlabsSe je bilo trapezno pravilo, kar je posledica slabe ocene
ploséine predvsem na zadnjih podintervalih trapeznega pravila.

V sploSnem velja, da s Simpsonovim pravilom dosezemo boljSe rezultate
aproksimacije doloc¢enih integralov kot z ostalima dvema praviloma.

3.2.3 Primer uporabe dolocenih integralov za izracun tezZisc¢a

Masno tezisce telesa ali sistema teles izra¢unamo kot prispevke posameznih
masnih tock v telesu. Ce je Stevilo tock koncno, lahko polozaj tezisc¢a do-
lo¢imo kot uteZeno vsoto prispevkov posameznih masnih tock v telesu ali
sistemu teles. V primeru homogenega telesa so ti prispevki sestavljeni iz ne-
skon¢no mnogo taksnih tock, zato namesto vsote utezenih prispevkov upo-
rabimo integral. Pogledali si bomo, kako lahko izra¢unamo polozaj tezisc¢a v
homogenih telesih v dveh dimenzijah.

Vv v

Najprej si poglejmo primer izrac¢una tezis¢a za homogeno telo, ki ga lahko
opisemo s krivuljo funkcije f(z) na intervalu (a, b) in abscisno osjo, kot je to
prikazano na sliki 3.9.

V tem primeru izracunamo najprej plos¢ino S lika pod krivuljo funkcije
y = f(z) na intervalu (a, b) z dolo¢enim integralom S = f; f(z)dz, nato pa

Vv v

izracunamo koordinate tezis¢a po naslednjem obrazcu:
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Ye

a X, b

Slika 3.9: Tezisc¢e lika, ki ga opiSsemo s krivuljo od A do B na intervalu (a, b).

B f; rydz B %f(j y?dx
rc = g 5 Yyc = S .

Primer 20

2

Izra¢unaj tezisce lika omejenega s parabolo y = 1 — z“ na intervalu

[—1,1], prikazanega na sliki:

1.2¢

Ao -os 0.5 1

Najprej izra¢unamo plos¢ino lika S = fil(l — 2?)dr = 3
Potem izrac¢unamo x-koordinato tezisca:

1t 3 (22 2\|'
=3 l—a?)de == (5 —— ]| =0
TCo S/_I:E( x*)dx 4<2 4>_1
Nato izracunamo $e y-koordinato tezisca:
11 ! 13 202 P\|' 2
=__ 1—a22)de == (-2 - =2
vo=3g ) (A-o)de 24("5 3 5) .5

Tezisce lika je torej v tocki (0, 2).
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Poglejmo si Se primer, ko je homogeno telo dolo¢eno s presekom dveh krivulj,
kot je to prikazano na sliki 3.10.

Slika 3.10: Tezisce lika, ki ga opiSemo z dvema krivuljama med tockama
A in B na intervalu (a,b).

Tudi v tem primeru najprej izracunamo plos¢ino S lika, ki ga omejujeta kri-
vulji s funkcijama y; = fi(x) in y2 = fa(z), nato pa izra¢unamo koordinate
teziS¢a po naslednjem obrazcu:

[P ey — yo)da B L2 - ) de

S ) ?JC - S ’
pri ¢emer predstavlja y; = fi(x) zgornji del krivulje in y2 = fa(x) spodnji
del krivulje med tockama A in B.

rc =

Primer 21

Izra¢unaj tezisce lika omejenega s krivuljama y; = 1/z in yp = 22, pri-
kazanega na sliki:

151
1.0F

0.5F

-0.5 0.5 1.0 1.5

Mo Vv v

Najprej dolo¢imo prese¢is¢e med krivuljama. Presecis¢a sta v tockah

(0,0) in (1,1).
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Nato izraCunamo plosc¢ino lika:

! ! 2 1 1
= dx — 2dr == —2==2.
S /0\/53: /Ox T 3 373

~veivy

Potem izrac¢unamo x-koordinato tezisca:

L E e =3 R
Te =g ; x(vx —x%)dr = 3 1 0 50"
Nato izracunamo $e y-koordinato tezisca:
11 ! 4 3 /(22 25\|' 9
= —— — d = — - — —
yo=3g ) (-a)d 2(2 5 )], 20

Tezis¢e lika je torej v tocki (2%, %).
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