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Predgovor

Zbirka resenih vaj je nastala iz vaj, ki jih resujemo pri matemati¢nih osnovah biofizike v
okviru predavanj pri predmetih Biofizika in Biofizika z biomehaniko na prvi stopnji studijskih
programov Fizioterapija, Radioloska tehnologija, Ortotika in protetika ter Laboratorijska
zobna protetika na Zdravstveni fakulteti na Univerzi v Ljubljani.

Uvodna predavanja matematike na Zdravstveni fakulteti so namenjena predvsem ponovitvi
srednjesolske matematike s poudarkom na znanjih, ki so potrebna za nemoteno spremljanje
vsebin Biofizike in ostalih predmetov, ki zahtevajo osnovno znanje matematike. Zbirka
reSenih vaj dopolnjuje u¢benik Matematicne osnove biofizike, ki ga uporabljamo pri teh
predavanjih, in je namenjena Studentom Zdravstvene fakultete, da si lahko pomagajo pri
spremljanju vaj, ki jih izvajamo v okviru matematicnih predavan.

Zbirka vsebuje 20 primerov resenih nalog s podrocij elementarnih matematicnih funkcij,
odvodov in integralov ter vektorske algebre. Naloge, ki so zbrane v zbirki, izhajajo iz primerov
iz biomehanike in biofizike ter radioloske tehnologije.

Knjiga je izvedena s pomocjo urejevalnika besedil LaTeX, velika vecina grafov funkcij pa je
bila narejena s programskim paketom Mathematica, ver. 8.

Ljubljana, januar 2016 Janez Zibert
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Matematicne osnove biofizike: vaje

1 Elementarne matematicne funkcije
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Matematicne osnove biofizike: vaje

1.1 Osnovne lastnosti funkcij

Analiziraj funkcijo
f(@) = 2| = [z = 1| + |z - 2|

1. Narisi funkcijo f(x).
2. Dolo¢i ekstremne tocke ter intervale narad€anja in padanja funkcije f(z).

3. Napisi funkcijo f(z) v vejnati obliki.

Resitev:

Najprej bomo napisali funkcijo v vejnati oblik, da bomo potem lahko funkcijo narisali in ocenili
ekstremne tocke ter intervale naras¢anja in padanja.

T, x>0
|z| =
-z, <0

moramo gledati pri katerih x so vrednosti |x

Ker velja, da je

x — 1] in |x — 2| pozitivne ali pa negativne.

1

Poglejmo vse moznosti:

x <0 : f@)=—2z+@x-1)—-(z—2)=—-2x+1
0<z<1 : f@)=2z+(x—-1)—(z—-2)=x+1
1<z<2 f@)=z—(x—1)—(z—2)=—-x+3
x> 2 : fa)=z—(z—-1)+(r—-2)=x—-1
Tako lahko zapisemo f(x) v vejnati obliki:
—r+1, <0

IzriSemo funkcijo in dobimo:

0.5}

15 -1 —05 05 1 15 2 25 3 35
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Matematicne osnove biofizike: vaje

Ekstremne tocke in intervale naras¢anja in padanja lahko preberemo iz grafa. Minimum funkcije
je dosezen pri x = 0 in = 2, maksimum pa pri x = 1. Intervali naraséanja so [0, 1] in [2, c0),
intervali padanja pa (—o0, 0] in [1,2].
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Matematicne osnove biofizike: vaje

1.2 Resevanje sistema linearnih enacb

1. V bolnisnici so kupili paket zdravil, v katerem sta bila dva tipa zdravil. Zdravila so bila
pakirana po $katlicah. V paketu je bilo 186 $katlic zdravil. Skatlica prvega zdravila stane
16 EUR, skatlica drugega zdravila pa 12 EUR. Za paket so placali 2460 EUR. Koliko sSkatlic
prvega in koliko Skatlic drugega zdravila je v paketu?

2. Medicinska sestra mora pripraviti iz zdravila z 18% ucinkovino in iz zdravila s 45% ucinkovino
16 ml zdravila s 36% ucinkovino. Koliko zdravila z 18% ucinkovino in koliko zdravila s 45%
ucinkovino mora zmesati skupaj?

3. V bolnisnici A je dvakrat vec pacientov kot v bolniSnici B. BolniSnica C ima 280 vec
pacientov, kot jih je v bolnisnici A. Vse skupaj je v teh bolniSnicah 2720 pacientov. Koliko
je pacientov v vsaki bolnisnici?

Resitev:

1. Nastavimo sistem enacb iz teksta prve naloge. Najprej pripravimo tabelo koli¢in, ki nastopajo

pri tej nalogi:
koli¢ina cena
zdravilol x 16
zdravilo2 Y 12
skupaj 186 2460

Iz zgornje tabele sestavimo sistem enacb:

z+y =186 /12
162 + 12y = 2460

122 + 12y = 2232

162 + 12y = 2460 enacbi odstejemo
—4x = —228 =z =28 =57
x vstavimo v prvo enacbo in reSimo Se za y

574y =186 =y =186 — 57 = 129

V paketu je 57 Skatlic prvega in 129 skatlic drugega zdravila.
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Matematicne osnove biofizike: vaje

2. Nastavimo sistem enacb iz teksta druge naloge. Pripravimo tabelo koli¢in, ki nastopajo pri

tej nalogi:
ucinkovina kolic¢ina
zdravilol 18% z
zdravilo2 45% y
skupaj 36% 16

Iz tabele sestavimo sistem enacb:

z+y=16 /-0.45
0.182 + 0.45y = 0.36 - 16 = 5.76

0.45z + 0.45y = 7.2

0.18x + 0.45y = 5.76 enacbi odstejemo
027z = 1.44 = x =533

x vstavimo v prvo enacbo in resimo Se za y
533+y=16 = y = 10.66

Zmesati moramo 5.33 ml prvega in 10.66 ml drugega zdravila, da dobimo 16 ml zdravila s
36% ucinkovino.

3. Pripravimo tabelo koli¢in, ki nastopajo pri tretji nalogi:

pacienti
bolnisnica A T
bolnisnica B y
bolnisnica C z
skupaj 2720

Iz tabele in teksta naloge sestavimo sistem enacb:

z+y+2z=2720
T =2y
z=x 4+ 280

Ker so enacbe preproste bi lahko iz druge in tretje enacbe izrazili y in z s spremenljivko
x in vse skupaj vstavili v prvo enacbo ter tako dobili resitev za . Mi pa bomo delali po
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Matematicne osnove biofizike: vaje

standardnem postopku reSevanja sistemov treh enacb s tremi neznankami:

T+y+2z=2720
z—2y=0
—x+ 2z =280
T+y+2=2720
3y + 2z = 2720

y + 2z = 3000
r+y+2z=2720
6y + 2z = 5440
y + 2z = 3000
r+y+2z=2720
6y + 2z = 5440
5y = 2440

T + 488 + 1256 = 2720

V prvi bolnisnici je 976 pacientov, v drugi bolniSnici imamo 488 pacientov, v tretji pa 1256

pacientov.

enacbo odstejemo od prve, da se znebimo =

enacbo pristejemo prvi enacbi, da se znebimo z

— y = 488

S = 212 a5
2

— x =976
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Matematicne osnove biofizike: vaje

1.3 Model prehajanja rtg. sevanja skozi snov

1. Model prehajanja sevanja skozi snov ima obliko
I =Iype ™,

kjer je Iy vstopna jakost sevanja, I izstopna jakost sevanja, ¢t debelina snovi, skozi katero
prehaja sevanje, in k koeficient oslabitve sevanja pri prehajanju skozi snov.

Skozi kaksno debelino mora prehajati sevanje, da jakost sevanja pade na polovico vstopne
jakosti sevanja, v primeru ko je k = %?

2. Ce sevanje prehaja v eni smeri skozi dve razlicni snovi razlicnih debelin, lahko model
prehajanja skozi obe snovi zapisemo kot

I = Ioe—k1t1e—k2t2 _ Ioe_(k1t1+k2t2),

kjer predstavljata k1 in ko koeficienta oslabitve sevanja v snovi 1 in 2 ter ¢; in to debelini
snovi.

Izraunaj vrednosti oslabitvenih koeficientov k1 in ko, Ce izvajamo dva poskusa. V prvem
poskusu merimo izstopno sevanje v primeru, ko imamo prvo snov debeline £; = 2 in drugo
to = 3. V tem primeru ob vstopni jakosti sevanja Iy = 50 izmerimo izstopno jakost I = 25.
V drugem poskusu, pa imamo prvo snov debeline t; = 4 in drugo snov debeline to = 1,
vstopno jakost Iy = 50 in izmerjeno izstopno jakost I = 20.

Resitev:

1. V prvem primeru imamo znane naslednje kolicine: k = 711, I = %0 izraCunati moramo
debelino t.
I = e ™
% = Ioe_%t
% = 1! /1n()
1 1
ln(i) = _Z_Lt
t = ln_(%) =41In(2) = 2.77
1

2. Druga naloga prikazuje postopek, kako se doloca oslabitvene koeficiente ve¢ snovi skupaj, ¢e
poznamo debeline snovi. To je obi¢ajen postopek pri dolo¢anju oslabitvenih koeficientov rtg.
sevanja pri razli¢nih snoveh. Imamo torej dva poskusa, v prvem imamo naslednje podatke
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Matematicne osnove biofizike: vaje

Ip =50, I =25t =2, to =3, vdrugem pa Iy =50, I =20, t; =4, to = 1. V obeh
primerih izpisimo modela prehajanja rtg. sevanja skozi dve snovi:

25

506—(k12+k23)

506—(k14+k2 1)

e—(k12+k23)

e~ (k14+kal)

4k — ko
2In(L) — In(2
—bky — ko= n(2)_5 n(5) = 0.094
Ini+ 3k
ok —3ky > k= 2 TOR2 o

Janez Zibert | Univerza v Ljubljani — Zdravstvena fakulteta
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Matematicne osnove biofizike: vaje

1.4 Razpolovni cas

Model razpadanja radioaktivnih izotopov, ki se jih uporablja v nuklearni medicini, lahko zapisemo
kot:
A= A2,

kjer je Ap zacetna stopnja radioaktivnosti ob Casu ¢ = 0, A stopnja radioaktivnosti ob Casu ¢ in T’
razpolovni Cas radioaktivnega izotopa.

Denimo, da v nuklearni medicini za preiskavo uporabljamo radiofarmak jodin-131, kjer imamo
podatek, da je pricakovana stopnja radioaktivnosti po 8 dnevih 370 enot (stopnjo radioaktivnosti
se v tem primeru meri z Bekereli, Bq). Poznamo pa tudi razpolovni ¢as tega radiofarmaka, ki je 4
dni.

a) Kolik$na je stopnja radioaktivnosti radiofarmaka ob dnevu proizvodnje?

b) Cez koliko dni bo stopnja radioaktivnosti radiofarmaka padla na 74 enot?
Resitev:

a) Podatki za nas model so naslednji: A =370, T' =4, t = 8, izraunati moramo Ay.

A = AT

1
370 = Ag2 8% = 4,272 = Aoy
Ay = 4-370 = 1480

Zacetno stopnjo radioaktivnosti Ay potrebujemo za reSevanje drugega dela naloge.

b) Podatki za na§ model v tem primeru so naslednji: A = 74, T = 4, zaletno stopnjo pa smo
ocenili iz prejSnje naloge, Ap = 1480, izracunati moramo ¢as t:

A = AT
74 = 1480274
% = 27/* |ogaritmirjamo obe strani enatbe z In
1 1
1
—In(20) = —Ztln(2)
41n(20)
t = :1 .
In(2) "3

Stopnja radioaktivnosti radiofarmaka bo padla na 74 Bq ez priblizno 17 dni.
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Matematicne osnove biofizike: vaje

1.5 lzris kotne funkcije

Obravnavajmo funkcijo:

flt)y=2- sin(gt - g)
1. Narisi funkcijo f(t).

2. Za kateri t je funkcija f(t) enaka 1 na intervalu [—3, 3].

Resitev:

1. Funkcijo bomo izrisali tako, da bomo najprej izracunali nicle, maksimume in minimume
sinusne funkcije in potem skozi te tocke izrisali sinusno funkcijo.

Pois¢imo nicle funkcije f(t).

Vprasamo se, za katere x je sin(x) = 0. To velja za x = km, k € Z.

To pomeni, da mora biti v nasem primeru x = 5t — 5 = k7. ReSimo to enacbo in dobili
bomo, za katere t to velja.

gt—§ = kr / 7'('
1 1
t— - = L .
3 2 /-6
2t—3 = 6k
2t = 6k+3
3
t = - k
5 +3
Izracunajmo nekaj nicel pri razlicnih k: k=0=1t = % k=1=t= %, k=—-1=t= —%,

Pois¢imo Se maksimume funkcije f(¢).

Vemo, da je maksimum sinusne funkcije enak 1. Vprasamo se, za katere x je sin(x) = 1.
To velja za v = § + 2km, k € Z.

To pomeni, da mora biti v naSem primeru x = 5t — 5 = 5 + 2kw. ReSimo to enacbo in
dobili bomo, za katere ¢ to velja.

T,oow ™
§t—§ = §+2k7r /o
1 1 1
st—3 = Z+2% /6
2t-3 = 3412k

2t = 6+ 12k

t = 3+6k
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Matematicne osnove biofizike: vaje

IzraCunajmo nekaj maksimumov pri razlicnih k: Kk = 0=t =3,k =1=1t =09,
k=—-1=t=-3 ...

Pois¢imo $e minimume funkcije f(t).

Vemo, da je minimum sinusne funkcije enak -1. Vprasamo se, za katere z je sin(z) = —1.
To velja za v = —5 + 2km, k € Z.
To pomeni, da mora biti v naSem primeru x = 3t — § = —§ + 2km. ReSimo to enacbo in

dobili bomo, za katere t to velja.

T T
- = T 49
375 5 2+ km /:m
1 1 1
Zt—Z = _Z .49
3t 5 5T E /-6
2t —3 -3+ 12k
2t 12k
t = 6k

Izrac¢unajmo nekaj minimumov pri razlicnih k: k. = 0=t =0,k =1 =1t = 6,
k=-1=t=-6, ...

Sedaj pa izriS§imo sinusno funkcijo, ki gre skozi te tocke in ima amplitudo 2:

21

—4-35-3-25-2- 05 1 ¥5 2 25 3 35 4

2. Resimo Se, za katere ¢ je funkcija f(¢) enaka 1 na intervalu [—3, 3].

To pomeni, da mora veljati

T T
2sin(ot — ~) = 1

sm(3 2)
T T 1
VLI
sin(gt =) 2

Torej vprasati se moramo, kdaj je sin(z) = 5. To velja v primeru, ko je z = § + 2k7 in ko
jex= %’r + 2km. Tako bomo iskali resitve pri dveh moZnostih:
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Matematicne osnove biofizike: vaje

T, T
-2 = Lo :
3t 5 6+ km [
1 1 1
Sto - = 42 -6
3 2 6+ /
2t-3 = 1+12k

2t = 4+12k

t = 2+6k

Poglejmo Se nekaj moznosti za ¢ pri razlicnih izbirah k:
k=0=t=2k=1=t=8k=—-1=t=—4, ...
Edina resitev ki lezi na intervalu [—3,3] je t = 2.

[

T ™ 51
—t—= = — +2 :
375 5 5 + 2km [
1 1 5
—t—= = =42k -6
3 2 6+ /

20—3 = 5412k

2t = 8412k
t = 446k

Poglejmo Se nekaj moznosti za t pri razlicnih izbirah k:
Ek=0=>t=4,k=1=t=10k=-1=>t=-2, ...
Edina resitev ki leZi na intervalu [—3,3] je t = —2.
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Matematicne osnove biofizike: vaje

1.6 Dolocitev parametrov harmoni¢nega nihanja
Doloci parametre modela harmoni¢nega nihanja:
F(t) = Asin(wt + ¢),

ki je podano s spodnjim grafom:

—4-35-3- 5 1 15 2 25 3 3% 4

Resitev:

Iz grafa moramo doloditi amplitudo A, krozno frekvenco w in fazni premik .

Amplituda je odvisna od velikosti maksimalnega in minimalnega odmika nihanja od ravnovesne
lege. V nasem primeru imamo maksimume velike 2 in minimume -2, kar pomeni, da je amplituda
A=2.

Krozna frekvenca pomeni hitrost nihanja, ki jo lahko ocenimo iz tega, kako hitro se ponavlja

sinusno nihanje, kar merimo s periodo nihanja. Perioda nihanja T" je v nasem primeru enaka 6.

Lahko jo ocenimo z razdaljo od enega maksimuma do drugega iz naSega grafa. Krozna frekvenca
21 s

je tako w = £ = §. Tako smo dobili

Ft) =2 sin(gt +¢)

Fazni premik ¢ pa dolocimo iz polozaja nicel sinusnega nihanja. V nasem primeru imamo nicle
pri ..., —2.5,0.5,3.5,..., iz Cesar lahko sklepamo, da so nicle pri t = 0.5 + 3k, k € Z. Po drugi
strani pa vemo, da so ni¢le sin(x) pri z = k7, k € Z. To pomeni, da je 5t + ¢ = k7. Ce namesto
t vstavimo t = 0.5 4+ 3k, dobimo:

%(0.5 +3k)+¢ = kn
% +krn+o = krm
_ T
LG
Konc¢ni model sinusnega nihanja je tako
T T
t) = 2sin(=t — —
ft) =2sin(Gt - %)
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Matematicne osnove biofizike: vaje

1.7 Duseno nihanje
Obravnavajmo model dusenega nihanja

™

f(t)y=2-e70%. sin(4

™
t —
+ 2)7

a) Dolo¢i ni¢le funkcije f(t) za t > 0. (Namig: Nicle sin(¢) so pri k7)

b) Dolodi, pri katerih vrednostih ¢ (¢ > 0) so dosezeni maksimumi funkcije f(¢). (Namig: Maksi-
mumi sin(t) so pri § + 2km)

c) Dolodi, pri katerih vrednostih ¢ (¢ > 0) so dosezeni minimumu funkcije f(¢). (Namig: Minimumi
sin(t) so pri 3T + 2k)

Resitev:

a) Nicle f(t) so odvisne samo od sinusa, ki nastopa pri dusenem nihanju. Tako i§¢emo nicle

T,w
(T Ty
sm(4 —1—2) 0
ker je sin(z) =0 pri x=kn
“t+ T = kr )
At = kmo/im
1 1
-t+- =k /-4
4 +2 /
t+2 4k
t 4k — 2
t = 2,6,10,14,. ..
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Matematicne osnove biofizike: vaje

b) Tudi maksimumi f(t) so odvisni samo od sinusa, ki nastopa pri dusenem nihanju. Tako i$¢emo
maksimume

max {sin(%t + z)}

2
ker je maxsin(xz) pri x = g + 2km
T, ™
Zt+§ = §+2k7r /m
1 1 1
-t+- = =42k -4
4 +2 2+ /
t+2 = 248k
t = 8k
t = 0,8,16,24,. ..

b) Prav tako so tudi minimumi f(¢) odvisni samo od sinusa, ki nastopa pri duSenem nihanju.
Tako iS¢emo minimume

min {Sin(%t + z)}

2
C . 3m
ker je minsin(z) pri z = - + 2k
m 0 3T
Zt+§ == 7+2k71‘ /.7T
1 1 3
42 = 249 4
415-1-2 2+ kE /
t+2 = 6+8k
t = 448k
t = 4,12,20,28,...
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2 Diferencialni racun
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Matematicne osnove biofizike: vaje

2.1 Tangenta funkcije

Avto vozi skozi ovinek, ki je v obliki parabole 5522 Pedec stoji ob cesti v tocki (100,51). V kateri
tocki ovinka bomo z avtom osvetlili pesca?

300 i
250 r
200
150 r

100

-100 =50 3 50 100 150

Resitev:

Avto bo osvetlil pesca, ko bo v toc¢ki ¢ na paraboli ﬁt? torej ko bo v tocki (¢, 1—(1)0152). Za to
tocko pa velja, da gre tangenta v tej tocki tudi skozi tocko pesca (100,51), da ga avto lahko

osveti z lué¢mi (ki svetijo naravnost). Ta dva podatka uporabimo za izraCun naSe resitve.

Premico tangente funkcije f(z) v dani tocki x = ¢ lahko zapiSemo z
y=krx +nr, Kerjekr = f'(2)|,_,

V nasem primeru je
2x 1

kr = fl(x)|,_, = 100/, = %t
r=

Tako dobimo premico tangente

1
yzﬁt-mﬂ—nqﬂ

Dolo¢iti moramo $e np. To dolo¢imo iz tocke (100,51), ki lezi na premici tangente:

1
1 = —t-1
5 50 00+nT
51 = 2t+nr

np = 5l —2t
Premica tangente je tako enaka:

1
- —t. 1—92t
V=5 r+(5 )
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Ker pa na tej premici lezi tudi tocka (¢, ﬁﬁ), to vstavimo v enacbo premice in reSimo enacbo:

1, 1
— 2 = i+ (512

100 TR )

1 2 1 2

— 2 = —>—2t4+51 /-100
100 50 51/

t2 = 2t — 200t + 5100
t2 — 200t +5100 = 0
(t —30)(t—170) = 0
t1 = 30, ty = 170

Pravilna resitev je t; = 30, ker mora biti avto pred peScem, da ga osvetli. V tem primeru je bil
avto v tocki (30, 9), ko je osvetlil pesca.

Resitev t5 = 170 bi bila tudi pravilna, Ce bi avto prihajal z nasprotne smeri oziroma bi ga osvetlil z
zadnjimi lu¢mi.
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2.2 Prakti¢na uporaba odvoda

Denimo, da hoCemo izrezati iz okroglega papirja s polmerom r pravokotnik, ki bo imel najvecjo
mozno ploscino.

Kako dolge morajo biti stranice pravokotnika?

S

T
S

Resitev:

Ploscina pravokotnika, ki bi ga radi izrezali iz okroglega papirja je:
p=w-d

Izrazimo w z d in polmerom kroga, ki je znan in ga oznalimo z r. Lahko ugotovimo, da je
povezava med w, d in r Pitagorov izrek:

N

N
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Torej velja:

a2 w? 9
Tt T
w? = 4r? — d?
w = V4r2—d2

Tako lahko ploscino pravokotnika zapisemo s:
p=V4r2 —d%.d

Da dobimo maksimalno plos¢ino, moramo p odvjajati po spremenljivki d in odvod izenaditi z 0, da
dobimo, za kateri d je plo$¢ina maksimalna (iskanje ekstremnih to¢k):

o _ 0 2_1» _
24 8d(\/élr d?-d) =
1

= S’ - d®)"2(=2d) - d+ VA2 —d2-1=0

Enacbo preoblikujemo in jo reSimo za d:

2
\/4r2—d2——d = 0 /- V4r2—d?

Var? — d?
(4r* —d*>—d*> = 0
a?—d*> = 0
2 = 2
d = Vor
Izracunamo Se w iz Pitagorove zveze:
w? = 4P =4 -2 =22
w = V2r

Tako lahko ugotovimo, da je pravokotnik z maksimalno plos¢ino, ki ga lahko izrezemo iz okroglega
papirja, kvadrat s stranico v/2r. Ce je npr. = 10cm, potem lahko izrezemo kvadrat s stranico
V210 ~ 14.1¢m, ki bo imel maksimalno ploscino.
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2.3 Ekstremi funkcije

S pomocjo prvega odvoda poiscite kandidate za ekstre

Matematicne osnove biofizike: vaje

mne tocke naslednjih funkcij in nato s

pomodjo odvodov ugotovite (prvega in/ali drugega), za kaksne ekstreme gre:

1.
f@)=(z+1)*(z-2)"
2.
f(z) = 2%
Resitev:

Ekstremne tocke funkcij pois¢emo z uporabo prvega odvoda, kjer so ni¢le odvoda kandidati

za ekstremne tocke.
ugotovimo, za kaksen ekstrem gre.

1. Odvajajmo funkcijo f(z) =

x—2)*
z—2)*
.1.(:5—2)4

f'(x)

Nicle so pri z1 = —1, xo = 2 in pri z3 = 0. To

+ (z +1)?
+ (z 4 1)?

Nato pa s pomocjo okoliskih toc¢k kandidatov za ekstrem prvega odvoda

(z +1)%(z — 2)* in poid¢emo ni¢le odvoda.

2)Y =
2)1) =
1=

((z -
((z -
+ (x +1)%4(z — 2)3

232z —-2)+4(z+1)) =
2)3(2x — 444z +4) =

so kandidati za ekstremne to¢ke. Tem

tockam izberemo okoliske tocke, kot so npr. prikazane na spodnji sliki in ugotovimo, za

kaksne ekstreme gre:

2 1050
—

Lo

X4 X3

Izra¢unamo predznak odvoda funkcije za:

o 1 = —1:

f(-2)=0-6-0=06
f(-05)=d-0-0=a

Funkcija torej na levi strani kandidata z; =

da je toc¢ka x1 minimum.

<+ N

—1 pada in na desni narasca, kar pomeni,
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® T3 = 0:
f(-05)=0-c-0=0
fy=®-0-®=06
Funkcija torej na levi strani kandidata x3 = 0 naras¢a in na desni pada, kar pomeni,
da je tocka x3 maksimum.

o 19 = 2:
fy=®-0-®=06
B =0-0-¢o=0
Funkcija torej na levi strani kandidata o = 2 pada in na desni narasca, kar pomeni,
da je toc¢ka xo minimum.

2. Odvajajmo funkcijo f(z) = x%e~* in pois¢emo ni¢le odvoda.
f’(x) — ({172),6_96 +x2(e—m)l —
2ze”" 4 2% (—1) =

= ze “(2—2)=0

Nicle so pri 1 = 0 in pri zo = 2. To sta kandidata za ekstremni tocki. Tem tockam
izberemo okoliske tocCke, kot so npr. prikazane na spodnji sliki in ugotovimo, za kaksne
ekstreme gre:

4 0 4 2 3
—
X4 Xs

Izracunamo predznak odvoda funkcije za:

e r1 =0
ff(-)=e-&-¢=6
fy=¢-0-&=9
Funkcija torej na levi strani kandidata x1 = 0 pada in na desni narasca, kar pomeni,
da je toc¢ka x1 minimum.

o 19 =2
= -9-e=
B =&-¢-6=6
Funkcija torej na levi strani kandidata x5 = 2 naras¢a in na desni pada, kar pomeni,
da je tocka xo maksimum.

Ekstremne tocke lahko doloc¢imo tudi z uporabo drugega odvoda, vendar je v obeh primerih drugi
odvod funkcij precej bolj kompliciran in se lahko zlahka zmotimo pri izracunu.
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2.4 Parcialno odvajanje

v . 2 2 2 2 . ..
Izracunaj parcialne odvode ng, %, gx—gy, g—y§ naslednje funkcije:

Resitev:

Parcialni odvod funkcije ve¢ spremenljivk glede na eno spremenljivko je odvod te funkcije po tej
spremenljivki, kjer vse ostale spremenljivke obravnavamo kot konstante.

oy . 2 2 2 2, . oy . .
Za izraCun parcialnih odvodov %, %, aaz_azyv g—yi je potrebno najprej izraunati pracialna odvoda

%ing—;.
0z .
.8_920'

0z 8(m_y>_

or Oz \y? a2
1 2y

0z.
.Ei'

Sedaj pa lahko izratunamo parcialne odvode druge stopnje:

. g—;zzz
P: 2 (o)
ox? Oz \ Oz
o 2z

we = 5 (50)
oydx Oy \Ox
- (L)
ooy \y? a3
1 1 1 1
N _2??+2:v3:2<$3 ?7)
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9%z .
® Bzc'?zy'
0%z 0 < 5% 1)
oxdy  Ox y3 oz
1 1 1 1
- _2y3+2x3 - <x3 y3>
[ ] %g:

Pz _ ﬁ<_£_i>
o2 Oy y3 a2
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2.5 Numeri¢no odvajanje

Imejmo graf temperature pri povpre¢nemu cloveku:

Hours of activity and work. Hours of rest and sleep.
& P, a.m.
3 ~ 7

D; 7 8 9 1o m 121 2 3 4 5 6 7 8 910 m 121 23 & 5.6 7 D;"
996 37-568
004 A, I~ 3744
N N 3744

] N i

o8 / N 100
084 689
982! // 678
078 / \ 3656
ore -

—~—
974 \ 3633
Vir: Wikipedia

Oceni hitrost spreminjanja temperature ob 9., ob 17. in ob 22. uri.

Resitev:

Hitrost spreminjanja temperature v danih Casih izracunamo z odvodi funkcije spreminjanja tem-
perature v teh tockah. Ce oznacimo funkcijo spreminjanja temperature s ¢asom s funkcijo f(t),
potem moramo izracunati f'(t)|,_q, f'(t)|;—17 in f'(t)];_09- Ker pa ne poznamo formulo funkcije
f(t), poznamo le graf, torej numeri¢ne vrednosti temperature izmerjene ob vsaki polni ur, potem
moramo odvode aprkosimirati z numeri¢nimi priblizki odvoda.

Odvod funkcije f(t) v tocki ty lahko aproksimiramo z:

kjer A predstavlja enakomeren razmik od tocke g v levo in desno.

V nasem primeru

£(10) = f(8) _ 37.11 — 36.61

(9 = T 5 =0.25°/h
Fan f(18)2f1f(16) _ 3750 ; 37.50 _ 0° /b
P2 ~ f(zg)zflf(m) _ 37.05 ; 37.25 _ 02 /h

Ob 9. uri spreminjanje temperature naras¢a s hitrostjo 0.25°/h, ob 17. uri se temperatura ne

spreminja, ob 22. uri pa temperatura pada s hitrostjo 0.2°/h.
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2.6 Prileganje premice k podatkom

Imejmo podano tabelo porabe energije pri ¢loveku pri razli¢nih hitrostih hoje in razli¢nih telesnih
tezah.

Telesna masa
Kg 40 50 60 70 80 90
1.6 2.1 25 3.0 35 3.9
23 2.8 3.3 3.7 4.2 4.7
3.0 35 4.0 45 4.9 54
3.8 4.2 4.7 5.2 5.7 6.1
45 4.9 54 54 6.4 6.8

IzraCunaj parametre premice, ki se optimalno prilega podatkom v tabeli pri konstantni hitrosti hoje
5 km/h pri osebah razli¢ne telesne teze.

Resitev:

Izracunajmo parametre a, b premice:
y=ax+b,

ki se prilega podatkom v spodnji tabeli:

z=m|40 50 60 70 80 90
y=E |30 35 40 45 49 54

Dolociti moramo torej taksna a in b, da bo

V nasem primeru to pomeni:

min : (3.0 — (a-40 + b))>+

+ (3.5 — (a-50 + b))?
+ (4.0 — (a - 60 + b))?
+ (4.5 — (a- 70+ b))?
+ (4.9 — (a-80 + b))?
+ (5.4 — (a-90 + b))?
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Najprej odvajajmo po parametru a in odvod izenacimo z 0:

0

S0t 2(3.0 = (a-40+b))(—40)+

Delimo z (—2) in dobimo:

120 — 1600a — 40b+
175 — 2500a — 50b+
240 — 3600a — 600+
315 — 4900a — 700+
392 — 6400a — 80b+
486 — 8100a — 90b =0

Sestejemo skupaj in dobimo:
27100a + 390b = 1728

Da izra¢unamo minimum, moramo odvajati izraz $e po b in odvod izena¢imo z 0:

% . 2(3.0— (a-40+b))(=1)+
+2(3.5— (a-50 + b)) (1)
+2(4.0 — (a- 60+ b)) (1)
+2(45 — (a- 70+ b))(=1)
4249 — (a- 80+ b))(=1)

( ( ) (=1)

+2(54—(a-904+b 1)=0

Delimo z (—2) in dobimo:

3.0—a-40 - b+
+35—a-50—-0b
+40—-a-60-0
+45—-a-70-0
+49—-a-80—-0
+54—-a-90-0=0
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Sestejemo skupaj in dobimo:
390a 4 6b = 25.3

Tako dobimo sistem dveh linearnih enaéb z dvema neznankama:

27100a + 3900 = 1728
390a + 6b = 25.3 pomnozimo s 65

27100a + 3900 = 1728
25350a + 390b = 1644.5 odstejemo

6b = 25.3 — 18.72
b=6.58/6=1.12

Enacba premice, ki se prilega danim podatkom, je tako

y = 0.048z + 1.12
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3 Integralni racun
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3.1 Uporaba integralov pri reSevanju osnovnih diferencialnih enacb

Razpolovna doba v biologiji in farmakologiji

Bioloska razpolovna doba ali razpolovni ¢as izlo¢anja je Cas, potreben za snovi (zdravila, droge, radi-
oaktivne snovi ali druge), da izgubijo polovico svoje farmakoloske, fizioloske ali radioloske aktivnosti.

Matemati¢ni model razpadanja snovi lahko predstavimo s preprosto diferencialno ena¢bo. Ce
oznadimo maso snovi z m(t) v ¢asu ¢, potem je stopnja razpada ‘Z—T proporcionalna masi:

dm

“n
dt ™

kjer z minusom oznacujemo zmanjSevanje mase.

1. Dolodi, kako se masa snovi spreminja s ¢asom. Dolo¢i m(t).

2. ReSi naslednjo nalogo: Radioaktivni izotop ima na zacetku maso 200 mg, ki Cez dve leti
pade za 50 mg. Doloci, kako se spreminja koliina izotopa skozi ¢as in doloci razpolovno
dobo izotopa.

Resitev:

1. Potrebno je resiti diferencialno enacbo, ki je podana z osnovno zvezo:

dm
Sk
dt m

V ta namen preoblikujemo zgornjo enacbo tako, da lo¢imo koli¢ine med sabo in integriramo
obe strani enacbe:

= —k
dt "
dm = —kdt integriramo obe strani enacbe
m
dm [ gat
m
In(m) = —kt+C
m(t) = e MFTC = Aek A =¢C

2. Z dodatnimi podatki lahko dolo¢imo proste konstante v prejsnji zvezi in dolo¢imo razpolovno
dobo elementa iz druge naloge. Torej: m(t) = Ae™*, pri t = 0 je m(0) = 200 in pri t = 2
je m(2) =200 — 50 = 150. Iz tega izratunamo konstanto A:

200 = Ae 0= A.1= A =200.
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Potem pa Se izra¢unamo koeficient razpolovne dobe k:

m(2) =150 = 200e %2
150 g
200 ~ °©
3
In> = —2k
"y
k= —0.288/(—2) = 0.144
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3.2 Uporaba integralov pri reSevanju osnovnih diferencialnih enacb

Forenzi¢na analiza

Cas smrti lahko dolo¢imo z merjenjem temperature umrle osebe. Denimo, da je v prostoru, kjer je
oseba umrla, temperatura Ts. Po Newtonovem zakonu ohlajanja telo oddaja toploto v prostor in
izgublja temperaturo s hitrostjo, ki je proporcionalna razliki temperature telesa in temperature
sobe. To lahko zapiSemo z naslednjo diferencialno zvezo:
dly,
T
kjer je Tj, temperatura telesa, ki se spreminja s ¢asom t in T temperatura sobe.

k(Tb(t) - Ts)7

1. Denimo, da je v prostoru, kjer je oseba umrla, temperatura 75 = 21°C' in da predpostavimo,
da je bila temperatura umrle osebe 37°C. IzraCunaj, kdaj je oseba umrla.

Resitev:

Da bomo lahko izraCunali zvezo spreminjanja temperature telesa glede na ¢as, moramo najprej
resiti diferencialno enacbo:
dTy

= k(Ty — T
o (Tp — Ty)
dTy
= kdt
Ty, — Ts
dTy
= kdt
T, — 21
Integrirajmo vsako stran enacbe loceno:
dTy dx
T, o1 — = In(z) = In(Tb - 21)
T-21==x
dl' = dx
Se druga stran:
/ kdt = kt + C

Tako dobimo:
In(Th—21) = kt+C
Th—21 = M0 = Aef A =eC
Tb = Al +21

Izracunajmo prost konstante nase zveze iz dodatnih podatkov, ki jih lahko predvidimo. Denimo,
da smo prisli na kraj smrti ob 19.00 in izmerili temperaturo umrle osebe, ki je znasala 70 = 35°C.
Tako lahko dolo¢imo konstanto A iz temperature Th = 35°C ob &asu 0:

Th(0) =35 =AefF0 421 =A-1+4+21=> A=14
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Denimo, da zmerimo $e temperaturo umrle osebe po 90 minutah in ugotovimo, da je T5(90) = 32°C.
Iz tega lahko Se izra¢unamo koeficient spreminjanja temperature:

Th(90) =32 = 14eM90 421
32-21 = 14"
% — k90
11
lnﬁ = ka y
ko= gglngg = -0.0027

Tako smo dobili zvezo ohlajanja telesa v odvisnosti od ¢asa:

Th(t) = 14~ %0027 4 91
Ce predpostavimo, da je bila temperatura umrlega ob smrti 37°C, potem lahko izradunamo &as
njegove smrti:

37 = 146—0.0027t + 21

16 o —0.0027t
a €
16
In— = —0.0027¢
no 0.0027
In 16
t = — 14 —_ 494
—0.0027 9-46

Cas smrti je torej nastopil pribl. 50 minut preden smo prvi¢ izmerili temperaturo umrlega, torej
smrt je nastopila ob 18:10.

Janez Zibert | Univerza v Ljubljani — Zdravstvena fakulteta 37



Matematicne osnove biofizike: vaje

3.3 lzracun ploscine

IzraCunajte ploscino lika, ki ga oklepata funkciji

f(z) =2+ cos(Zz) in g(z) = (z — 1)

2-5-_

Resitev:

Graf funkcije f(x) je prikazan z modro krivuljo, graf funkcije g(x) pa z rdeco krivuljo. Ce ho¢emo
izraCunati ploscino, ki je prikazana na sliki, moramo izracunati plosc¢ino p; med krivuljo funkcije
f(z) in abscisno osjo ter plos¢ino pa med krivuljo g(x) in abscisno osjo med to¢kama presecis¢
med obema krivuljama. Potem pa moramo ti dve plosini odsteti, torej izraCunati p; - ps.

PresecisCa med krivuljama lahko ocenimo iz grafa. Lahko vidimo, da je ena tocka presecisca pri
x =0, druga pa pri z = 2. To lahko tudi preverimo, tako da za obe tocki izratunamo f(0) in g(0)
ter f(2) in g(2), pri emer mora veljati f(0) = g(0) in f(2) = g(2).

Izracun ploscine p;:

p1 = /02($+cos(gas))da: :/

2 2 T
xdxr + / cos(—x)dx
0 0 2

IzraCunajmo vsak integral posebe;:

2
x
de = 2
/x T
2 2 2
/cos(gm)dac = ;/costdtz Esintz %sin gm
gx:t

Tdr = dt.— dr — dt
2 T

Dokoncajmo izracun ploscine py:

2
2 1 |2
— —sin—x
T 2

2

2 2
plz% = (2-0)+ (Ssinm — =sin0) =2+ (0—0) =2

0 T T

0
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IzraCunajmo Se ploscino po:
2
22
_ 97
0

2

8 2
tafg=5-(@)+2=3

2 2 23
pgz/ (x—1)2dac:/ (2% — 2z 4+ 1)de = —
0 0 3 3

0

Plos¢ina preseka med krivuljama je tako enaka p; —py =2 — % = %.
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3.4 lzracun tezisSca

Dolo¢i tezisce lika, ki ga omejujejo abscisna os ter grafa funkcij f(z) = —2z + 10 ter g(z) = x
in je prikazan na spodnji sliki

35;
30F
25F
20F
1.5¢
1.0

0.5F

0.0

Resitev:

TezisCe lika, ki ga omejujeta krivulji f(x) in g(x) z abscisno osjo je prikazano na sliki:

35¢
3.0F
2.5F
20F
1.5¢

1.0F (wTy yT)
0.5F

0'00 1 2 3 4 5

9(z) = VT, 0<z<4
h(z) =< f(x) = 22 +10, 4<2<5
0, drugje

Vivy

Da izratunamo koordinati tezis¢a (xr, yr) izraCunamo najprej ploséino S lika pod krivuljo funkcije
h(x) na intervalu (0,5) z dolo¢enim integralom S = f05 h(x)dx, nato pa izratunamo koordinate
tezis¢a po naslednjem obrazcu:

P zh(x)dz 3 P h2(x)dx
=T yr=-"—g
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IzraCun ploscine S

5 4 5
S:/ h(z)dz = /\/Edcc—i—/ (—22 4+ 10)dz =
0 0 4
! 5
+ (2% + 10:,;)‘4
0

2
= gx/EJr (=25 + 50 — (—16 + 40)) =

3
xr2

3
2

2
= Vo4 (25-24) =

16, _19
33

Izralun integrala f05 xh(z)dz:
5 4 5
/ zh(z)dr = / m\/de+/ x(—2x 4+ 10)dx =
0 0 4

4 5
= / x2dx + / (=222 +10z)dx =
0 4

23 9 10 ,. |5
= | 4+ (-2t 4 —2?)| =
5
5, 3 27,
2 9 250 2 160
— SV (154 2 (Cipa4 ) =
7 +(35+2 (36+2))
64 13 257
X2 7
53 15

Koordinata zp tocCke tezis¢a je:

5 257
or = M — 15— 270474

3
IzraCun integrala f05 h?(z)dz:
5 4 5
/ W2(z)dr = / (Va)2dz + / (=22 + 10)%dz —
0 0 4

4 5
= / xdx + / (42% — 402 + 100)%dx =
0 4

2|4 5
4, 40
= I 4Gt - S 1000)| =
2|, '3 2 .
20
3

Vivyv

Koordinata yr tocke tezisca je:

1 (52004 120
ifoh(x)x 23 10
—2J0 7" VW 23 _ ~7 _ ().52632
yr 5 139 19 0.5263

TezisCe lika je tako v tocki
(2.705,0.526)
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3.5 Numeri¢no racunanje dolocenih integralov

Izracunaj integral
42
/ Y e
o 2 +1

1.0

0.8

0.6

0.4

0.2

1. analiti¢no

2. in numeri¢no po pravokotnem, trapeznem in Simpsonovem pravilu s podintervali dolzine 1.

3. Resitve primerjaj med seboj.

Resitev:

1. Najprej resimo integral analiticno, da dobimo dejansko vrednost integrala.

/ 2x de — /ﬂzln(t)zln(f—i—l)

z?2 41 t
P2 Hl=t
2udxr = dt
4 2 4
/0 22 + 10 = In(z? + 1)‘0 =In(17) — In(1) = In(17) = 2.83321

2. Pravokotno pravilo s stirimi podintervali:
DolZina podintervala je A = 44;0 = 1. Visina pravokotnika v i-tem podintervalu je
F(EE55L), v nagem primeru je potrebno izralunati visine f(0.5), f(1.5), f(2.5), f(3.5).

Tako je numericni priblizek nasega integrala enak:

Q

A-f(0.5) + A f(LE) +A- f(2.5) + A f(3.5)
= A (f(0.5) + f(L5) + f(2.5) + f(3.5)) = 2.94103

/04 f(x)dx

Trapezno pravilo:

Pri trapeznem pravilu plosc¢ine na podintervalih raunamo kot trapeze z oglisCi v tockah
xi, Tiy1 in f(x;), f(xir1) z visino, ki je enaka dolZini podintervala A. Plos¢ina trapeza v
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i-tem podintervalu je enaka A - f(xi)Jrg(zi 1V nagem primeru imamo 4 podintervale, zato
je aproksimacija integrala enaka vsoti ploscin 4-ih trapezov:

UETUNNFIUES NN RS CUNF (OESI0

Q

| > B

/04 f(z)dx

S(F(0) 4+ 2F(1) +2£(2) +2£(3) + f(4)) = 2.6353

Simpsonovo pravilo:

Pri Simpsonovem pravilu plos¢ine na podintervalih aproksimiramo s prileganjem kvadratnih
funkcij na krivuljo in dobimo naslednje pravilo:

/ fla)da S (0) +AFQ) +21(2) + A7) + F(4) = 2.8236

3. Numericne reSitve integrala so pokazale, da je najboljSa aproksimacija integrala s Stirimi
podintervali bila izratunana po Simposnovem pravilu, slabsa po pravokotnem pravilu,

trapezno pravilo pa je bilo najslabse predvsem zaradi slabe aproksimacije na podintervalu
[0,1].
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4 Vektorska algebra
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4.1 Uporaba razstavljanja sil

Izracunaj, koliko dela opravimo, ce vleCemo vozicek s silo 80 N pod kotom 6 = 30° glede na
podlago na razdalji 6 m.

F=80N

N

Resitev:

Delo izra¢unamo kot produkt sile na opravljeni poti. V naSem primeru naredimo pot v smeri osi z.
Na tej poti deluje konstantno komponenta nase vieCne sile F', ki deluje v « smeri, Fi. Komponenta
sile Fy v y smeri ne prispeva ni¢ k delu, ki ga opravimo na nasi poti. Tako opravimo delo

A=Fx-d

Zato je potrebno vle¢no silo F razstaviti na komponente po x in y smeri:

"""""" A

1

' F

1

| Fy

1

1

Fx
Fx=F - cosO, Fy =F -sin©
Opravljeno delo v nasem primeru je tako:
o V3
A=F-cos®©-d=80N -cos30 -6m=80N~7-6m:416Nm
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4.2 lzracun tezisca

Izracunaj s pomocjo navora tocko tezisca pri skakalcu v visino.

Y
A
60 T
cm + 3
40 + ‘
| 15 kg
*
20 1 |
1 10 kg : 55 kg
—t— e X
20 40 60 80

Resitev:

To je primer dolocitve teZisca pri Cloveku z uporabo t.i. segmentne metode, ko dele ¢loveskega
telesa obravnavamo po segmentih, kjer vsak segment predstavlja samostojen objekt v celotnem
sistemu. TeziS¢e bomo racunali s pomocjo navora.

V tem primeru obravnavamo nasega skakalca kot sistem segmentov, ki so v ravnovesju. Ce je
sistem v ravnovesju, potem velja, da je vsota sil v tem sistemu enaka 0 in vsota navorov prav tako
enaka 0. Za reSevanje takega sistema obravnavamo sile in navore v x in y smeri loCeno.

Velja > F =0:

V tem primeru imamo samo sile v ¢ smeri. Imamo sile, ki v tezisCu vsakega segmenta delujejo

Vivy

navpi¢no navzdol, in silo Fly, ki deluje v tocki tezis¢a skakalca navpi¢no navzgor. Torej:
Fi+FB+F3—-Fy=0
ali
Fn=F+F+F=10-g+15-g+55-g=80-g¢g
Velja > M = 0:

V tem primeru imamo tudi navore (v smeri z) zaradi prispevkov sil v y smeri. Za izhodisée rocic
navorov izberemo tocko (0,0) naSega koordinatnega sistema skakalca. Tako velja:

Fi-di+Fy-do+ F3-d3— Fn-dr =0,

kjer so d1, do in ds roCice v smeri x od koordinatnega izhodisca in dy rocica od koordinatnega

Vivyv

izhodisCa do toCke tezisCa skakalca prav tako v « smeri. Ker je sila Fiy ravno nasprotna ostalim
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silam, je tudi navor zaradi te sile nasprotno usmerjen od navorov ostalih sil. Ce vstavimo podatke
v zgornjo zvezo (roCice segmentov ocenimo iz slike skakalca), dobimo:

10g - 15ecm + 15g - 25e¢m + 55g - 55e¢m — 80g - d = 0

3450¢g - cm = 80g - dp
_3550g - em

dr = = 44.
T 809 375¢m

Vivv

Tocka tezisca skakalca je torej v smeri x oddaljena 44.375 cm od koordinatnega izhodisca.
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